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Предисловие
� ç¨ ï á 1997 £®¤ , ¢ � ªâ-�¥â¥à¡ãà£¥ ª ¦¤ãî ®á¥ì ¯à®å®¤¨â

®«¨¬¯¨ ¤  �®è¥áª®© � â¥¬ â¨ç¥áª®© �ª®«ë. �â  ¡à®èîà  á®¤¥à-
¦¨â ¬ â¥à¨ «ë ®«¨¬¯¨ ¤ë 2007 £®¤ .

�«¨¬¯¨ ¤  á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå âãà®¢. �à¨ïâì ãç áâ¨¥ ¢ ¯¥à¢®¬ (§ ®ç-
®¬) ¬®¦¥â «î¡®© ãç é¨©áï 5-11 ª« áá®¢. �«ï íâ®£® ® ¤®«¦¥ ¯à¥¤-
áâ ¢¨âì á¢®î à ¡®âã, ¥ ¯®§¤¥¥ ®¡êï¢«¥®£® áà®ª . � ¦¤ ï § ¤ ç 
®æ¥¨¢ ¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¥ ç¨á«® ¡ ««®¢ (áâ®¨â ®â¬¥â¨âì, ¥¯®«®¥ à¥-
è¥¨¥ â ª¦¥ ¢«¨ï¥â   ¨â®£). �¢â®àë à ¡®â,  ¡à ¢è¨å ¥®¡å®¤¨¬®¥
ç¨á«® ¡ ««®¢, ¯à¨£« è îâáï   ¢â®à®© (®çë©) âãà, ª®â®àë© ¯à®å®¤¨â
¢ ä®à¬¥ ãáâ®© ®«¨¬¯¨ ¤ë.

� íâ®¬ £®¤ã ®«¨¬¯¨ ¤  ¯à®¢®¤¨« áì ¯® á«¥¤ãîé¥© áå¥¬¥. � á¥âï¡à¥
á®áâ®ï«áï ¯¥à¢ë© (§ ®çë©) âãà. �ç é¨¬áï 5 ¨ 6 ª« áá®¢ ¡ë«¨ ¯à¥¤-
«®¦¥ë ®¤¨ ª®¢ë¥ § ¤ ç¨, â ª¦¥ ®¤¨ ª®¢ë¬¨ ¡ë«¨ ¢ à¨ âë ¤«ï
7{8 ¨ ¤«ï 10{11 ª« áá®¢. �â®£¨ ¯® ª ¦¤®¬ã ª« ááã ¯®¤¢®¤¨«¨áì ®â-
¤¥«ì®. � à¨ âë ¤«ï 9 ¨ 10{11 ª« áá®¢ ¡ë«¨ à §¡¨âë   áî¦¥âë |
 ¡®àë § ¤ ç, ¢ ª®â®àëå ¯à¥¤« £ «®áì ®â¢¥â¨âì   ¥áª®«ìª® ¡«¨§ª¨å
¢®¯à®á®¢ ¨«¨ ¨áá«¥¤®¢ âì ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®¡ê¥ªâ á à §ëå áâ®à®. �ç áâ-
¨ª¨ ¤®«¦ë ¡ë«¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì à¥è¥¨ï § ¤ ç ¢ ¯¨áì¬¥®¬ ¢¨¤¥ ¤®
13 ®ªâï¡àï. 25 ®ï¡àï á®áâ®ï«áï ¢â®à®© âãà ¤«ï 5-6- ¨ 9-ª« áá¨ª®¢, 26
®ï¡àï ¤«ï 10-11-ª« áá¨ª®¢ ¨ 2 ¤¥ª ¡àï ¤«ï 7-8-ª« áá¨ª®¢.

�çë© âãà ¯à®å®¤¨« á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
5{6: �  ç «¥ ãç áâ¨ª ¬ ¯à¥¤« £ «®áì 4 § ¤ ç¨,   ª®â®àë¥ ®â¢®-

¤¨«®áì 2,5 ç á . �¥è¨¢è¨¥ 3 ¨§ ¨å ¯¥à¥å®¤¨«¨ ¢ ¢ë¢®¤ãî  ã¤¨â®à¨î,
£¤¥ ¨¬ ¢ë¤ ¢ «®áì ¥é¥ 3 § ¤ ç¨,   ¢à¥¬ï ã¢¥«¨ç¨¢ «®áì   ç á.

7{8: �ç é¨¬áï â ª¦¥ á ç «  ¯à¥¤« £ «áï  ¡®à ¨§ ç¥âëà¥å § ¤ ç,
  à¥è¥¨¥ ª®â®àëå ®â¢®¤¨«®áì 3 ç á . � ¢ë¢®¤®©  ã¤¨â®à¨¨ ¤®¡ ¢-
«ï«®áì ¥é¥ âà¨ § ¤ ç¨ ¨ ç á ¢à¥¬¥¨. � ª®¥æ, â¥¬, ªâ® á¯à ¢«ï«áï á®
¢á¥¬¨ á¥¬ìî, ¯à¥¤« £ «¨áì ¥é¥ ¤¢¥ § ¤ ç¨.

9: � à¨ â á®áâ®ï« ¨§ âà¥å áî¦¥â®¢ ¯® 4 ¯ãªâ  ¢ ª ¦¤®¬. � ç -
«  ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥ë ¯® ¤¢  ¯ãªâ  ¨§ ª ¦¤®£® áî¦¥â . �ç áâ¨ª¨,
à¥è¨¢è¨¥ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ç¥âëà¥ ¯ãªâ  ¨§ íâ¨å è¥áâ¨ ¯®«ãç «¨ ¢á¥
®áâ ¢è¨¥áï § ¤ ç¨.

10{11: �«¨¬¯¨ ¤  ¡ë«  ¯¨áì¬¥®© ¨ á®áâ®ï«  â ª¦¥ ¨§ âà¥å áî-
¦¥â®¢, ¯® ç¥âëà¥ ¯ãªâ  ¢ ª ¦¤®¬.

� ¡à®èîà¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢á¥ § ¤ ç¨ ®«¨¬¯¨ ¤ë ¨ ¨å à¥è¥¨ï. �¥§-
ãá«®¢®, ¡®«ìè¨áâ¢® § ¤ ç ¬®¦¥â ¡ëâì à¥è¥® ¨ ç¥. � ¤ ç  § áç¨-
âë¢ « áì, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥ëå ãç áâ¨ª®¬ à¥è¥¨©
¡ë«® ¢¥àë¬. �¯à®ç¥¬,  «¨ç¨¥ ã èª®«ì¨ª  ¥áª®«ìª¨å ¢¥àëå à¥è¥-
¨© ®¤®© § ¤ ç¨ ¥ ã¢¥«¨ç¨¢ «® ¥£® à¥§ã«ìâ â. �«ï ¥ª®â®àëå § ¤ ç
¢ ¡à®èîà¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¤¢  à¥è¥¨ï.
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�ë  ¤¥¥¬áï, çâ® � ¬ ¯®à ¢ïâáï § ¤ ç¨  è¥© ®«¨¬¯¨ ¤ë, ¨ �ë
¯à¨¬¥â¥ ¢ ¥© ãç áâ¨¥ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ £®¤ã.

�á«®¢¨ï § ¤ ç § ®ç®£® âãà , ª ª ®¡ëç®, ¡ã¤ãâ à á¯à®áâà ïâìáï
ç¥à¥§ èª®«ë, ªà®¬¥ â®£®, ®¨ ¡ã¤ãâ ®¯ã¡«¨ª®¢ ë    è¥¬ á ©â¥.

� è¨ ª®®à¤¨ âë:
�®çâ®¢ë©  ¤à¥á: 198504, �â àë© �¥â¥à£®ä, �¨¢¥àá¨â¥âáª¨© ¯à.,
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� ©â: http://www.yumsh.spbu.ru
�¥«¥ä®: 445-05-38
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Задачи первого (заочного) тура

5–6 класс

1. �§ ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¨ ¢ëà¥§  ¯àï¬®ã£®«ì¨ª 6 × 7. � §-
à¥¦ìâ¥ ¥£® ¯® «¨¨ï¬ á¥âª¨   ¤¢¥ ä¨£ãàª¨ â ª, çâ®¡ë ¨ ¨§
®¤®© ¨§ ¨å ¥«ì§ï ¡ë«® ¢ëà¥§ âì ªà¥áâ¨ª, ¨§®¡à ¦ñë©  
à¨áãª¥.
2. � �ì¬ãâ à ª ¨ ¯à®è¥« § ¡¥£ á ãç áâ¨¥¬ âàñå á¯®àâá¬¥®¢. � 
ä¨¨è¥ à¥¯®àâ¥à ¬¥áâ®© £ §¥âë á¯à®á¨« ã ª ¦¤®£® ãç áâ¨ª , ª ª®¥
¬¥áâ® â®â § ï«. � ¦¤ë©  §¢ « ®¤® ¨§ ç¨á¥« 1, 2, 3, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥,
ªà®¬¥ ®¤®£®, áª § «¨ ¯à ¢¤ã. �ã¬¬  ¨å ®â¢¥â®¢ ®ª § « áì à ¢  4.
�ëïá¨â¥, ª ª®¥ ¬¥áâ® § ï« á®¢à ¢è¨© á¯®àâá¬¥, ¨ çâ® ¨¬¥® ®
áª § «? �â¢¥â ¯®ïá¨â¥.
3. � � è¨ ¨ � è¨ ¢¬¥áâ¥ 50 ¢®§¤ãèëå è à¨ª®¢. � è  å®ç¥â ¯®¤ -
à¨âì � è¥   ¤¥ì à®¦¤¥¨ï ç áâì á¢®¨å è à¨ª®¢. �á«¨ ®  ®áâ ¢¨â
á¥¡¥ ¯®«®¢¨ã á¢®¨å è à¨ª®¢,   � è¥ ¯®¤ à¨â ®áâ «ìë¥, â® ã ¥£® ¡ã-
¤¥â ¬¥ìè¥ 45 è à¨ª®¢,   ¥á«¨ ®  ®áâ ¢¨â á¥¡¥ âà¥âì, â® ¡®«ìè¥ 45
è à¨ª®¢. �ª®«ìª® á¥©ç á ã � è¨ ¢®§¤ãèëå è à¨ª®¢? �à¨¢¥¤¨â¥ ¢á¥
¢®§¬®¦ë¥ ¢ à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥â.
4. �ï£ãèª -¯ãâ¥è¥áâ¢¥¨æ  ¤¢¨¦¥âáï ¯® ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ï ª ¦¤ë©
¤¥ì ¯® 50 ª¨«®¬¥âà®¢. � ¦¤ãî ¯®«®çì ®  ¢ë¡¨à ¥â  ¯à ¢«¥¨¥
á¢®¥£® ¤¢¨¦¥¨ï. �¦¥ ¤ ¢® ®  ãáâ ®¢¨«  á¥¡¥ ¯à ¢¨«® | ª ¦¤ë©
¤¥ì ¤¢¨£ âìáï ¢ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨, çâ® ¨ §  ¥¤¥«î ¤® íâ®£®. �¡êïá-
¨â¥, ¯®ç¥¬ã, áâ àâ®¢ ¢ ¨§ �®áâà®¬ë ®â ¯ ¬ïâ¨ª  �ãá ¨ã, «ï£ãèª -
¯ãâ¥è¥áâ¢¥¨æ  ¥ á¬®¦¥â à®¢® ç¥à¥§ ¬¥áïæ ®ª § âìáï â ¬ ¦¥.

2 6
1

5. �¨è  ¨ � «¥à¨© �¥à£¥¥¢¨ç à¥è «¨ á«¥¤ãîéãî áâ à¨-
ãî § ¤ çã: ã¦® à ááâ ¢¨âì ¢ ª«¥âª å ¯àï¬®ã£®«ì¨ª 
3 × 3 ¤¥¢ïâì à §«¨çëå  âãà «ìëå ç¨á¥« â ª, çâ®¡ë ¢
«î¡ëå ¤¢ãå á®á¥¤¨å ¯® áâ®à®¥ ª«¥âª å ®¤® ¨§ ç¨á¥« ¤¥-
«¨«®áì   ¤àã£®¥. �à¨ íâ®¬ § ¯à¥é¥® áâ ¢¨âì ç¨á« , ¡®«ìè¨¥ 24.
� «¥à¨© �¥à£¥¥¢¨ç ¯®áâ ¢¨« âà¨ ç¨á«  â ª, ª ª ãª § ®   à¨áãª¥.
�®¬®£¨â¥ �¨è¥ ¤®áâ®©® § ¢¥àè¨âì à¥è¥¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ | à ááâ ¢ì-
â¥ ç¨á«  ¤® ª®æ .
6. �à®ª®¤¨« �¥  § ¯¨á « ¢ áâà®çªã ç¨á«  ®â 1 ¤® 9 ¢ ª ª®¬-â® ¯®-
àï¤ª¥. �¥¡ãà èª  ¯®¤ ª ¦¤ë¬¨ ¤¢ã¬ï á®á¥¤¨¬¨ ç¨á« ¬¨ § ¯¨á « ¨å
¯®«®¦¨â¥«ìãî à §®áâì. � �¥¡ãà èª¨ ¯®«ãç¨« áì â ª ï áâà®çª : 1,
2, 3, 4, 2, 1, 1, 3. �ëïá¨â¥, ¢ ª ª®¬ ¯®àï¤ª¥ ¬®£«¨ ¡ëâì § ¯¨á ë
ç¨á«  ¢ ¯¥à¢®¬ àï¤ã. �à¨¢¥¤¨â¥ ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ ¢ à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥,
¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥â.
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7. � ¯¥à¢ëå âà¥å ª« áá å èª®«ë ãç âáï 80 ¤¥â¥©, ¯à¨ç¥¬ âà¥âì¥ª« áá-
¨ª®¢ ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¢â®à®ª« áá¨ª®¢. �  �®¢ë© �®¤ ãç¥¨ª¨ íâ¨å
âà¥å ª« áá®¢ ¤ à¨«¨ ¤àã£ ¤àã£ã ¯®¤ àª¨. �§¢¥áâ®, çâ® ª ¦¤ë© ¢â®à®-
ª« áá¨ª ¯®¤ à¨«   ®¤¨ ¯®¤ à®ª ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®«ãç¨«,   âà¥âì¥ª« áá-
¨ª |   ¤¢  ¯®¤ àª  ¡®«ìè¥. � â® ª ¦¤ë© ¯¥à¢®ª« áá¨ª ¯®¤ à¨«
  ¯ïâì ¯®¤ àª®¢ ¬¥ìè¥, ç¥¬ ¯®«ãç¨«. �¯à¥¤¥«¨â¥, áª®«ìª® ¢ èª®«¥
âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢, ¨ ®¡êïá¨â¥ á¢®© ®â¢¥â.

7–8 класс

1. �«®¦¨â¥ ¨§ ä¨£ãà®ª, ¨§®¡à ¦ñëå   à¨áãª¥, ª¢ ¤à â
9 × 9 ¡¥§ ¯à ¢®© ¢¥àå¥© ã£«®¢®© ª«¥âª¨. �¨£ãàª¨ ¬®¦® ¯®-
¢®à ç¨¢ âì ¨ ¯¥à¥¢®à ç¨¢ âì.
2. � �ì¬ãâ à ª ¨ ¯à®è¥« § ¡¥£ á ãç áâ¨¥¬ ¤¥áïâ¨ á¯®àâá¬¥®¢. � 
ä¨¨è¥ à¥¯®àâ¥à ¬¥áâ®© £ §¥âë á¯à®á¨« ã ª ¦¤®£® ãç áâ¨ª , ª ª®¥
¬¥áâ® â®â § ï«. � ¦¤ë©  §¢ « ç¨á«® ®â 1 ¤® 10, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥, ªà®¬¥
®¤®£®, áª § «¨ ¯à ¢¤ã. �ã¬¬  ¨å ®â¢¥â®¢ ®ª § « áì à ¢  47. � ª®¥
¬¥áâ® § ï« á®¢à ¢è¨© á¯®àâá¬¥, ¨ çâ® ¨¬¥® ® áª § «? �à¨¢¥¤¨â¥
¢á¥ ¢ à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥â.
3. � ã§«ë á¥âª¨ 3 × 3 ¢¡¨â® 16 £¢®§¤¨ª®¢ | ¯® 4 ¢ àï¤. � �¨¬ë
¥áâì ¡¨àª¨ á ®¬¥à ¬¨ ®â 1 ¤® 16, ª®â®àë¥ ® á®¡¨à ¥âáï  ª«¥¨âì  
è«ï¯ª¨ £¢®§¤¥©. �®á«¥ íâ®£® ¥£® á¥áâà  � âï ¡ã¤¥â  âï£¨¢ âì ¨âª¨
¬¥¦¤ã £¢®§¤¨ª ¬¨ á á®á¥¤¨¬¨ ®¬¥à ¬¨. �®¬®£¨â¥ �¨¬¥  ª«¥¨âì
¡¨àª¨ â ª, çâ®¡ë «î¡ ï ¨âª ,  âïãâ ï � â¥©, § ¤¥¢ «  ¥é¥ å®âï ¡ë
®¤¨ £¢®§¤ì, ªà®¬¥ â¥å, ª ª®â®àë¬ ¯à¨¢ï§  .
4. � ¯¥à¢ëå âàñå ª« áá å èª®«ë ãç âáï 140 ¤¥â¥©, ¯à¨çñ¬ âà¥âì¥-
ª« áá¨ª®¢ ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¢â®à®ª« áá¨ª®¢. � �¥ì �¬¥¨¨ª 
ãç¥¨ª¨ ¯¥à¢ëå, ¢â®àëå ¨ âà¥âì¨å ª« áá®¢ ¤ à¨«¨ ¤àã£ ¤àã£ã ¯®¤ àª¨
(ª ¦¤ë© | ª®¬ã § å®ç¥â). �®á«¥ ®ª § «®áì, çâ® ª ¦¤ë© ¢â®à®ª« áá-
¨ª ¯®¤ à¨«   ®¤¨ ¯®¤ à®ª ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®«ãç¨«, âà¥âì¥ª« áá¨ª
|   ¤¢ , ® ª ¦¤ë© ¯¥à¢®ª« áá¨ª ¯®¤ à¨«   âà¨ ¬¥ìè¥, ç¥¬ ¯®-
«ãç¨«. �¯à¥¤¥«¨â¥, áª®«ìª® ¢ èª®«¥ âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢. �¥ § ¡ã¤ìâ¥
®¡®á®¢ âì á¢®© ®â¢¥â.
5. �®¦® «¨ à §à¥§ âì ¯àï¬®ã£®«ì¨ª 5 × 6 ª«¥â®ª   ¯¥â ¬¨®
(ä¨£ãàë ¨§ 5 ª«¥â®ª) â ª, çâ®¡ë ä¨£ãà®ª ª ¦¤®£® ¢¨¤  ¯®«ãç¨«®áì
¥ ¡®«ìè¥ ¤¢ãå,   à §à¥§ ¨¥ ¯®«ãç¨«®áì á¨¬¬¥âà¨çë¬ ®â®á¨â¥«ì®
¢¥àâ¨ª «ì®© ¨ £®à¨§®â «ì®© ®á¥©. � §à¥§ ¨¥  §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥â-
à¨çë¬, ¥á«¨ «¨¨¨ à §à¥§®¢ á®¢¬¥é îâáï ¯à¨ áª« ¤ë¢ ¨¨ ¢¤®«ì ®á¨.
�¡êïá¨â¥ á¢®© ®â¢¥â.
6. �®¢ ï ¯à¥â¥¤¥âª    ¤®«¦®áâì äà¥©«¨ë � ¯à¨§®© �à¨æ¥ááë
¤®«¦   §¢ âì â ª¨¥ ¤¢  ç¨á«  | ç¥âëà¥å§ ç®¥ ¨ âà¥å§ ç®¥, çâ®
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ª ¦¤®¥ ¨§ ¨å ¤¥«¨âáï   ¨å à §®áâì. �à¨æ¥áá  § à ¥¥ (¤«ï ¯à®-
¢¥àª¨) ¢ë¯¨á «    «¨áâ®ç¥ª ¢á¥ â ª¨¥ ¯ àë ç¨á¥«. �ª®«ìª® ¯ à ã ¥¥
¯®«ãç¨«®áì? �¥ § ¡ã¤ìâ¥ ®¡®á®¢ âì á¢®© ®â¢¥â.
7. �  ¤®áª¥  ¯¨á ë ç¨á«  1 ¨ 2. � ¦¤ãî ¬¨ãâã �¥âï ¢ëç¨á«ï¥â
 ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¤¢ãå ¨¬¥îé¨åáï   ¤®áª¥ ç¨á¥«, ¨ ¯à¨¡ ¢-
«ï¥â ¥£® ª ®¤®¬ã ¨§ ¨å (¯® á¢®¥¬ã ãá¬®âà¥¨î). �¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã
® ¥ á¬®¦¥â ¢ë¡¨à âì â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë à §®áâì ¨¬¥îé¨åáï ¤¢ãå
ç¨á¥« ¢á¥£¤  ®áâ ¢ « áì ¬¥ìè¥ âëáïç¨.
8. �  «¨áâ¥ ¡ã¬ £¨ ¨§®¡à ¦¥ë N ªàã¦ª®¢, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå
 ¯¨á ® ª ª®¥-â® æ¥«®¥ ç¨á«® ®â 0 ¤® N − 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦®
¥ª®â®àë¥ ªàã¦ª¨ á®¥¤¨¨âì «¨¨ï¬¨ â ª, çâ® ¥ ¬¥¥¥ ¯®«®¢¨ë ç¨-
á¥« ®ª ¦ãâáï à ¢ë¬¨ ª®«¨ç¥áâ¢ã «¨¨©, ¯à¨å®¤ïé¨å ¢ íâ®â ªàã¦®ª.
�¨¨¨ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï.

9 класс

�î¦¥â 1
�ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬®£®ç«¥ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ à §«®¦¨¬ë¬,

¥á«¨ ® à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®ç«¥®¢ ¬¥ìè¨å áâ¥¯¥¥©
á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨.
1. �à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå ¯ à ¬¥âà  b ª¢ ¤à âë© âàñåç«¥ x2 + 7x + b
¡ã¤¥â à §«®¦¨¬ë¬?
2. �à¨¤ã¬ ©â¥ 2007 à §«®¦¨¬ëå ¬®£®ç«¥®¢ ¢¨¤  x4 + ax2 + 25.
3. �à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå ¯ à ¬¥âà  a ¬®£®ç«¥ x4 + ax2 + 7 ¡ã¤¥â
à §«®¦¨¬ë¬?
4. �¯¨è¨â¥ ¢á¥ ¯ àë (a, b), ¤«ï ª®â®àëå ¬®£®ç«¥ x4 + ax2 + b ¡ã¤¥â
à §«®¦¨¬ë¬.

�î¦¥â 2
1. �§ æ¥âà  ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  5× 4 ¢ëà¥§ «¨ ¤®¬¨®èªã (¯àï¬®ã£®«ì-
¨ª 1× 2). �ª®«ìª® á¯®á®¡®¢ à §à¥§ âì ®áâ â®ª   ¤®¬¨®èª¨?
2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ à §à¥§ ¨¨, ®¯¨á ®¬ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬
¯ãªâ¥, ¢¥àâ¨ª «ì® à á¯®«®¦¥® ¥ç¥â®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤®¬¨®è¥ª.
3. �§ æ¥âà  ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  11×10 ¢ëà¥§ «¨ ¤®¬¨®èªã. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ¥á«¨ à §à¥§ âì ¯®«ãç¥ãî ä¨£ãàªã   ¤®¬¨®èª¨, â® ¢¥àâ¨ª «ì®
¡ã¤ãâ áâ®ïâì ¥ ¬¥¥¥ è¥áâ¨ ¤®¬¨®è¥ª.
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4. �§ æ¥âà  ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  11×10 ¢ëà¥§ «¨ ¤®¬¨®èªã. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ¥á«¨ ¥ñ à §à¥§ âì   ã£«®¢ë¥ âà¨¬¨®èª¨ (ª¢ ¤à â¨ª¨ 2×2 ¡¥§ ®¤-
®© ª«¥âª¨) â ª, çâ®¡ë ¥ ¡ë«® âà¨¬¨®è¥ª ¡¥§ ¢¥àå¥© «¥¢®© ª«¥âª¨,
â® ª®«¨ç¥áâ¢® âà¨¬¨®è¥ª, ã ª®â®àëå ¥â ¢¥àå¥© ¯à ¢®© ¨«¨ ¨¦¥©
«¥¢®© ª«¥âª¨, ¤¥«¨âáï   âà¨.

�î¦¥â 3
�«ï ª ¦¤ëå âà¥å ¢¥àè¨ n-ã£®«ì¨ª  (£¤¥ n > 4) ®â¬¥ç¥ æ¥âà

¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¨å ®ªàã¦®áâ¨.
1. �î¡®© æ¥âà á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤®© ¨§ ¤¢ãå § ¤ ëå â®ç¥ª | A ¨ B.
�®ª ¦¨â¥, çâ® ¨áå®¤ë© n-ã£®«ì¨ª ¢¯¨á ë©.
2. �§¢¥áâ®, çâ® «î¡®© æ¥âà á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤®© ¨§ è¥áâ¨ § ¤ ëå
â®ç¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨áå®¤ë© n-ã£®«ì¨ª ¢¯¨á ë©.
3. �«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n ¯à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à n-ã£®«ì¨ª , ¨¬¥î-
é¥£® à®¢® n2−3n+4

2 à §«¨çëå æ¥âà®¢.
4. � ©¤¥âáï «¨ â ª®¥ n, çâ® ã ¥ª®â®à®£® n-ã£®«ì¨ª  ¡ã¤¥â ¡®«ìè¥
®¤®£®, ® ¬¥ìè¥ n2−3n+4

2 à §«¨çëå æ¥âà®¢?

10-11 класс

�î¦¥â 1
� §®¢¥¬ «¨¥©ë¬ âà¥åç«¥®¬ ¢ëà ¦¥¨¥ ¢¨¤  ax+by +c, £¤¥ a, b, c

| ª ª¨¥-â® ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á« , ¯à¨çñ¬ a ¨ b ®¤®¢à¥¬¥® ¥ à ¢ë
ã«î,   x, y | ¯¥à¥¬¥ë¥. �¨¥©ë¬ ¥à ¢¥áâ¢®¬ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
¥à ¢¥áâ¢® ¢¨¤  f(x, y) > 0 ¨«¨ f(x, y) < 0, £¤¥ f(x, y) | «¨¥©ë©
âà¥åç«¥.
1. � ë âà¨ «¨¥©ëå âà¥åç«¥ . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ¨å ¬®¦® á®áâ -
¢¨âì á¨áâ¥¬ã ¨§ âà¥å «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¥ ¨¬¥îéãî à¥è¥¨©.
2. �   á¨áâ¥¬  ¨§ ç¥âëà¥å «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¨¬¥îé ï à¥è¥¨¥.
�®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ¨§¬¥¨âì § ª   ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë© ¢ ®¤®¬ ¨«¨
¢ ¤¢ãå ¥à ¢¥áâ¢ å â ª, çâ®¡ë ¯®«ãç¨¢è ïáï á¨áâ¥¬  ¥ ¨¬¥«  à¥è¥-
¨©.
3. �   á¨áâ¥¬  ¥áâà®£¨å «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¨¬¥îé ï à¥è¥¨¥.
�§¢¥áâ®, çâ® ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢  § ª  ¥à ¢¥áâ¢  ¢ ¥© § ¬¥¨âì   § -
ª¨ à ¢¥áâ¢ , â® ¯®«ãç¨¢è ïáï á¨áâ¥¬  ¥ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì à¥è¥¨©. �®ª -
¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ®â¡à®á¨âì ¢á¥ ¥à ¢¥áâ¢  ªà®¬¥ ª ª¨å-â® ¤¢ãå â ª,
çâ®¡ë ¯®«ãç¨¢è ïáï á¨áâ¥¬  (¨§ ¤¢ãå ¥à ¢¥áâ¢) ¡ë«  à ¢®á¨«ì 
¨áå®¤®©.
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4. � ® n «¨¥©ëå âà¥åç«¥®¢. �ç¨â¥«ì ¯à¥¤«®¦¨« § ¤ çã: á®áâ -
¢¨âì á¨áâ¥¬ã ¨§ n «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¥ ¨¬¥îéãî à¥è¥¨©, â ªãî,
çâ® ¯à¨ § ¬¥¥ «î¡®£® ¨§ n § ª®¢ ¥à ¢¥áâ¢    ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë©
¯®«ãç « áì á¨áâ¥¬ , â ª¦¥ ¥ ¨¬¥îé ï à¥è¥¨©. � ©¤¨â¥ ¬¨¨¬ «ì-
®¥ n, ¯à¨ ª®â®à®¬ íâ® ¢®§¬®¦®.

�î¦¥â 2
� íâ®¬ áî¦¥â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â ª¨¥  ¡®àë æ¥«ëå ç¨á¥«, çâ® ¢á¥-

¢®§¬®¦ë¥ áã¬¬ë k á« £ ¥¬ëå à §«¨çë, ® ¥áâì ¤¢¥ à ¢ë¥ áã¬¬ë
k + 1 á« £ ¥¬®£®, £¤¥ k | ¥ª®â®à®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®.
1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á¥« ¢ â ª®¬  ¡®à¥ ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 2k + 2.
2. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à â ª®£®  ¡®à  ¤«ï k = 2.
3. �à¨¢¥¤¨â¥ ¯à¨¬¥à â ª®£®  ¡®à  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® k.
4. �áâì 2k + 3 æ¥«ëå ç¨á« . �á¥ áã¬¬ë ¯® k à §ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®
á®¢¯ ¤¥¨© áã¬¬ k + 1 á« £ ¥¬ëå ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ 2k + 1.

�î¦¥â 3
� áá¬®âà¨¬   ¯«®áª®áâ¨ ç¥âëà¥ â®çª¨: A, B, C ¨ D, ¨ á«¥¤ãîé¨¥

âà¨ â®çª¨: P | â®çª  ¯¥à¥ç¥¨ï ¯àï¬ëå AB ¨ CD, Q | ¯àï¬ëå
AD ¨ BC, ¨ R | ¯àï¬ëå AC ¨ BD. � §®¢ñ¬ ¯®«ãç¨¢è¨¥áï â®çª¨
á®¯ãâáâ¢ãîé¨¬¨ â®çª ¬ A, B, C ¨ D,   4PQR | á®¯ãâáâ¢ãîé¨¬.
1. �ãáâì   ¯«®áª®áâ¨ ¤ ë â®çª¨ A, B, Q ¨ R, ¯à¨çñ¬ ¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§
íâ¨å ç¥âëàñå â®ç¥ª ¥ «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦®
¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢®ááâ ®¢¨âì ®áâ «ìë¥ â®çª¨: C, D ¨ P .
2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® 4PQR   ¯«®áª®áâ¨ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨
¥¢ë¯ãª«ë© ç¥âëàñåã£®«ì¨ª ABCD, ¤«ï ª®â®à®£® 4PQR ¡ã¤¥â á®-
¯ãâáâ¢ãîé¨¬.
3. �ãáâì   ¯«®áª®áâ¨ ¤  4PQR, ¨ RM | ¥£® ¬¥¤¨  . � ©¤¨â¥  
íâ®© ¬¥¤¨ ¥ ¡¥áª®¥ç® ¬®£® â ª¨å ¯®«®¦¥¨© â®çª¨ A, çâ® ¬®¦®
¯®áâà®¨âì ¢ë¯ãª«ë© ç¥âëàñåã£®«ì¨ª ABCD, ¤«ï ª®â®à®£®4PQR ¡ã-
¤¥â á®¯ãâáâ¢ãîé¨¬, ¨ ¡¥áª®¥ç® ¬®£® ¯®«®¦¥¨© ¢¥àè¨ë A, ¤«ï ª®-
â®àëå ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¥¢ë¯ãª«ë© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ç¥âëàñåã£®«ì-
¨ª.
4. �ãáâì   ¯«®áª®áâ¨ § ¤ ® ¯®«®¦¥¨¥ â®ç¥ª P , Q, R ¨ â®çª¨ A
¢ãâà¨ 4PQR. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ç¥âëà¥å-
ã£®«ì¨ª  ABCD, ¤«ï ª®â®à®£® 4PQR ¡ã¤¥â á®¯ãâáâ¢ãîé¨¬.
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Задачи второго (очного) тура

5 класс

1. � � á¨ ¥áâì ª®áâàãªâ®à ¨§ ¯ïâ¨ ¤¥â «¥© (á¬ à¨áã-
®ª), ª®â®àë¥ ¬®¦® á®¥¤¨ïâì ¢¨â¨ª ¬¨. �¤¨ ¢¨-
â¨ª ¬®¦¥â á®¥¤¨¨âì â®«ìª® ¤¢¥ ¤¥â «¨. � ¤® á®¥¤¨¨âì
¢á¥ ¤¥â «¨ ¢¨â¨ª ¬¨ â ª, çâ®¡ë ¯®«ãç¨« áì ª¢ ¤à â ï
¯« áâ¨  4× 4 ª«¥âª¨.
2. � ¤¢ãå ¬ «ëè¥© ¥áâì ¯®à®¢ã ª àâ®ç¥ª á ¡ãª¢ ¬¨. � ª ¦¤®£®
à¥¡�¥ª  ¡ãª¢ë ¥ ¯®¢â®àïîâáï. �¥¡ïâ  á¬¥è «¨ ¢á¥ ª àâ®çª¨ ¨ áâ «¨
á®áâ ¢«ïâì á«®¢ . � ç «¥ ®¨ á®áâ ¢¨«¨ á«®¢® ����, § â¥¬ á®¢ 
á¬¥è «¨ ª àâ®çª¨ ¨ á®áâ ¢¨«¨ á«®¢® ����, § â¥¬ | á«®¢® �����.
�®ª ¦¨â¥, çâ® ª ª ï-â® ª àâ®çª  ®áâ « áì ¥¨á¯®«ì§®¢ ®©.
3. � è¥ìª   ¯¨á «    á¨¥© ¨   ªà á®© ª àâ®çª¥ ®¤® ¨ â®¦¥
ç¨á«®. �®â®¬ ®  ®âà¥§ «  ®â á¨¥© ª àâ®çª¨ ¯®á«¥¤îî æ¨äàã,   ®â
ªà á®© ª àâ®çª¨ | ¤¢¥ ¯®á«¥¤¨¥ æ¨äàë. �¥¯¥àì áã¬¬  ç¨á¥«   ¤¢ãå
ªà áëå ªãá®çª å à ¢  100,     ¤¢ãå á¨¨å | 91. � ª®¥ ç¨á«® ® 
 ¯¨á «    ª àâ®çª å? (� ©¤¨â¥ ¢á¥ ¢ à¨ âë).
4. � àï¤ à áâ�¥â 200 ¤¥à¥¢ì¥¢. �á¥£® ¥áâì 100 ¢¨¤®¢ ¤¥à¥¢ì¥¢, ª ¦¤®£®
¢¨¤  { ¯® 2 ¤¥à¥¢ . �¤¨¬ ¨§ íâ¨å áâ  ¢¨¤®¢ ï¢«ïîâáï ¡ ®¡ ¡ë. �«ï
«î¡®£® ¢¨¤ , ªà®¬¥ ¡ ®¡ ¡®¢, ¨§¢¥áâ®, çâ® ¬¥¦¤ã ¤¥à¥¢ìï¬¨ íâ®£®
¢¨¤  à áâ�¥â à®¢® 99 ¤¥à¥¢ì¥¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¡ ®¡ ¡ ¬¨
â ª¦¥ à áâ�¥â à®¢® 99 ¤¥à¥¢ì¥¢.
5. �¢  � à¥¢¨ç ¡®à¥âáï á® �¬¥¥¬-�®àëëç¥¬. �  ¤¥ì �¢  � à¥¢¨ç
¬®¦¥â «¨¡® ®âàã¡¨âì ¡®«ìèãî £®«®¢ã, ¨ â®£¤  ¥¬¥¤«¥® ¯®ï¢ïâáï
âà¨ ¬ «¥ìª¨å, «¨¡® ®âàã¡¨âì ¬ «¥ìªãî | â®£¤  âãâ ¦¥ ¯®ï¢ïâáï
âà¨ ¡®«ìè¨å, «¨¡® ¦¥ ¢§ïâì ¬¥ç-ª« ¤¥¥æ ¨ ®âàã¡¨âì ®¤ã ¡®«ìèãî
£®«®¢ã, ¨ ¨ª ª¨å ®¢ëå £®«®¢ ¥ ¯®ï¢¨âáï. �  ç «¥ ã �¬¥ï-�®àëëç 
¡ë«® 7 ¡®«ìè¨å £®«®¢ ¨ ¨ ®¤®© ¬ «¥ìª®©. �®¦¥â «¨ �¢  � à¥¢¨ç
¯®¡¥¤¨âì ¥£® à®¢® §  á¥¬ì ¥¤¥«ì ¡¨â¢ë?
6. �  ª ¦¤®¬ íâ ¦¥ 101-íâ ¦®£® ¤®¬  ¦¨«® ¯® ª¢ àâ¨à®áê¥¬é¨ªã.
�®â ª ª-â® à § ª ¦¤ë© ¨§ ¨å ¯¥à¥¥å «   ®¤¨ ¨«¨ ¤¢  íâ ¦  ¢¢¥àå
¨«¨ ¢¨§, ¨ â¥¯¥àì á®¢    ª ¦¤®¬ íâ ¦¥ ¦¨¢¥â ¯® ª¢ àâ¨à®áê¥¬é¨-
ªã. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ª¨¥-â® ¤¢  ç¥«®¢¥ª , à ¥¥ ¦¨¢è¨¥   á®á¥¤¨å
íâ ¦ å, â¥¯¥àì ¦¨¢ãâ ç¥à¥§ íâ ¦.
7. �®à®«¥¢áª¨© ¯®¢ à ¨á¯¥ª ª®à®«î ¯¨à®£ ¢ ¢¨¤¥ ª«¥âç â®© ¤®áª¨
30× 30. �®à®«ì ®¡¥é « ¢ë¤¥«¨âì á ¬®¬ã ¯®¢ àã ªãá®ª 1× k, ¢ëà¥§ ¢
¥£® ¨§ ¯¨à®£  ¯® á¢®¥¬ã ãá¬®âà¥¨î. �®¢ à å®ç¥â § à ¥¥ à §¬¥â¨âì
¯¨à®£   ¤®«ìª¨ 1×3 â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë, ¯à¨ «î¡®¬ ¢ë¡®à¥ ª®à®«ï,
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¥¬ã ¤®áâ « áì å®âï ¡ë ®¤  æ¥« ï ¤®«ìª . �à¨ ª ª®¬  ¨¬¥ìè¥¬ k
íâ® ¢®§¬®¦®?

6 класс

1. � ¯  ªã¯¨« � è¥ ¨ � è¥ ¯® ®¤¨ ª®¢®© ª®«®¤¥ ª àâ®ç¥ª á ¡ãª-
¢ ¬¨ (  ª ¦¤®© ª àâ®çª¥  ¯¨á ® ¯® ®¤®© ¡ãª¢¥). �¥¡ïâ  á¬¥è «¨
¢á¥ ª àâ®çª¨ ¨ áâ «¨ á®áâ ¢«ïâì á«®¢ . � ç «  ®¨ á®áâ ¢¨«¨ á«®¢®
����. �®â®¬ ®¨ ¢®¢ì á¬¥è «¨ ª àâ®çª¨ ¨ á®áâ ¢¨«¨ á«®¢® ����.
�®â®¬ | ����,   ¯®â®¬ | ����. �§¢¥áâ®, çâ® ¡ë«  à®¢® ®¤ 
ª àâ®çª , ª®â®à ï ¨ à §ã ¥ ¢ëª« ¤ë¢ « áì   áâ®«. �â®  ¯¨á ®  
íâ®© ª àâ®çª¥?
2. � àï¤ à áâ�¥â 200 ¤¥à¥¢ì¥¢. �á¥£® ¥áâì 100 ¢¨¤®¢ ¤¥à¥¢ì¥¢, ª ¦¤®£®
¢¨¤  ¯® 2 ¤¥à¥¢ . �¤¨¬ ¨§ íâ¨å áâ  ¢¨¤®¢ ï¢«ïîâáï ¡ ®¡ ¡ë. �«ï
«î¡®£® ¢¨¤ , ªà®¬¥ ¡ ®¡ ¡®¢, ¨§¢¥áâ®, çâ® ¬¥¦¤ã ¤¥à¥¢ìï¬¨ íâ®£®
¢¨¤  à áâ�¥â à®¢® 99 ¤¥à¥¢ì¥¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¡ ®¡ ¡ ¬¨
à áâ�¥â à®¢® 99 ¤¥à¥¢ì¥¢.
3. �à¨¤ã¬ ©â¥ â ª®¥ ç¨á«®, çâ® ¥á«¨ ¥£® ã¬®¦¨âì á ¬®   á¥¡ï, â® ã
à¥§ã«ìâ â  áã¬¬  æ¨äà ¡ã¤¥â ¬¥ìè¥, ç¥¬ ã ¨áå®¤®£® ç¨á« .
4. �  áª ¬¥©ª¥ á¨¤¨â 5 ç¥«®¢¥ª | �«¥ªá¥©, �àá¥¨©, �¥¬ìï, �¢£¥¨©
¨ �¨à¨««. �§¢¥áâ®, çâ® ã «î¡ëå ¤¢ãå á®á¥¤¥© ¥áâì å®âï ¡ë ¤¢¥ ®¡é¨¥
¡ãª¢ë ¢ ¨¬¥¨. � â® ã «î¡ëå âà�¥å ¯®¤àï¤ á¨¤ïé¨å ¢ ¨å ¨¬¥ å ¥â ¨
®¤®© ®¡é¥© ¡ãª¢ë. � ª¨¥ à¥¡ïâ  á¨¤ïâ ¯® ªà ï¬?
5. � ç¥«®¢¥ª  ¥áâì 3  áâ®ïé¨¥ ¨ 3 ä «ìè¨¢ë¥ ¬®¥âë. � ¥£® £®à®¤¥
¦¨¢�¥â íªá¯¥àâ, ª®â®à®¬ã   íªá¯¥àâ¨§ã ¬®¦® ¤ âì 3 ¬®¥âë. �ªá¯¥àâ
á®®¡é ¥â, ª ª¨å ¬®¥â ¢ íâ®¬  ¡®à¥ ¡®«ìè¥ |  áâ®ïé¨å ¨«¨ ä «ì-
è¨¢ëå. � ª §  âà¨ ®¡à é¥¨ï ª íªá¯¥àâã ¬®¦® £ à â¨à®¢ ®  ©â¨
å®âï ¡ë ®¤ã  áâ®ïéãî ¬®¥âã?
6. �  ¤®áª¥ 8×8 ª«¥â®ª ¢ ª ¦¤ãî ª«¥âªã  ¯¨á «¨  âãà «ì®¥ ç¨á«®.
�§¢¥áâ®, çâ® ¢ «î¡ëå ¤¢ãå T -â¥âà ¬¨® áã¬¬ë ç¨á¥« à §ë¥. �®ª -
¦¨â¥, çâ® ®¤® ¨§ ç¨á¥«   ¤®áª¥ ¥ ¬¥ìè¥ 43.
7. �¬¥¥âáï ªãçª  ¨§ 2000 ª ¬¥©. �  ¨ �««  ¨£à îâ ¢ á«¥¤ãîéãî
¨£àã | §  å®¤ «î¡ãî ªãçªã (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¨§ 3 ª ¬¥©) ¬®¦®
à §¤¥«¨âì   3 (¢ ª ¦¤®© ¥ ¬¥¥¥ 1 ª ¬ï). �à®¨£àë¢ ¥â â®â, ªâ®
¥ ¬®¦¥â ¯®å®¤¨âì. �¥à¢®© å®¤¨â � . �â® ¬®¦¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì á¥¡¥
¯®¡¥¤ã?
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7 класс
1. �  áâ®« ¯®«®¦¨«¨ àï¤®¬ âà¨ ªã¡¨ª ,   £à ïå ª®â®àëå ®¤¨ ª®¢ë¬
®¡à §®¬ à ááâ ¢«¥ë æ¨äàë ®â 1 ¤® 6. �ã¡¨ª¨ ¯®¢¥àãâë â ª, çâ® ¥á«¨
á¬®âà¥âì á¯¥à¥¤¨, â® ¢¨¤® ç¨á«® 131, á§ ¤¨ 464,   á¢¥àåã { 253. � ª®¥
ç¨á«® á¨§ã?
2. � ááâ ¢ìâ¥ 24 àëæ àï ¨ 25 «¦¥æ®¢   ¤®áª¥ 7×7 â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ë©
¨§ ¨å ¬®£ áª § âì: \�ï¤®¬ á® ¬®© áâ®¨â à®¢® ®¤¨ àëæ àì". � ª
®¡ëç®, àëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   «¦¥æë ¢á¥£¤  ¢àãâ. �î¤¨
áç¨â îâáï áâ®ïé¨¬¨ àï¤®¬, ¥á«¨ ã § ¨¬ ¥¬ëå ¨¬¨ ª«¥â®ª ¥áâì ®¡é ï
áâ®à® .
3. � � á¨ ¥áâì  ¡®à ¨§ ç¥âëàñå ¯ «®ç¥ª. � á«®¦¨« ¨§ ¨å ¯àï¬®-
ã£®«ì¨ª. � â¥¬ ¥£® ¤àã£ �¥âï ¯®¯ëâ «áï á«®¦¨âì ¨§ â¥å ¦¥ ¯ «®ç¥ª
âà¥ã£®«ì¨ª, ® ®ª § «®áì, çâ®, ¨á¯®«ì§ãï ¢á¥ ç¥âëà¥ ¯ «®çª¨ áà §ã,
íâ® ¥¢®§¬®¦®. � ª¨¬ íâ®â ¯àï¬®ã£®«ì¨ª ¬®£ ¡ëâì? � ©¤¨â¥ ¢á¥
¢ à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì.
4. �«¨á  à ááâ ¢¨«  10 ç¨á¥« ¯® ªàã£ã. �¥è¨àáª¨© �®â ¯®á¬®âà¥«
  íâ¨ ç¨á«  ¨ § ¬¥â¨«, çâ® ª ª ¨ à §¤¥«¨âì ªàã£   ¤¢¥ ¯®«®¢¨ª¨
(¯® 5 ç¨á¥« ¢ ª ¦¤®©), à®¢® ¢ ®¤®© ¯®«®¢¨ª¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡ã¤¥â
¤¥«¨âìáï   2. �ª®«ìª® çñâëå ç¨á¥« ¬®£«® ¡ëâì áà¥¤¨  ¯¨á ëå
�«¨á®©? �à¨¢¥¤¨â¥ ¢á¥ ¢ à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥â.
5. �  á«¥¤ãîé¨© ¤¥ì �«¨á  à ááâ ¢¨«  ¯® ªàã£ã 100 ç¨á¥«. �¥¯¥àì
�¥è¨àáª¨© �®â ®¡ àã¦¨«, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ à §¤¥«¥¨¨ ªàã£    ¯®«®-
¢¨ª¨ à®¢® ¢ ®¤®© ¨§ ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¥«¨âáï   8. �ª®«ìª® çñâëå
ç¨á¥«   íâ®â à § ¬®¦¥â ¡ëâì áà¥¤¨ à ááâ ¢«¥ëå? �à¨¢¥¤¨â¥ ¢á¥ ¢ -
à¨ âë ¨ ®¡êïá¨â¥, ¯®ç¥¬ã ¤àã£¨å ¥â.
6. �à¥¢® ¤«¨®© 15 ¬¥âà®¢ à á¯¨«¨«¨   5 ç áâ¥©: 1, 2, 3, 4 ¨ 5
¬¥âà®¢ (áç¨â ï á«¥¢   ¯à ¢®). �®á«¥ íâ®£® á¤¥« «¨ ¥éñ ¥áª®«ìª® ¤®-
¯®«¨â¥«ìëå à á¯¨«®¢. �ª § «®áì, çâ® ¯®á«¥ íâ¨å à á¯¨«®¢ ª ¦¤ë©
¯®«ãç¨¢è¨©áï ªãá®ç¥ª ¤«¨¥¥ á¢®¥£® ¯à ¢®£® á®á¥¤ . � ª®¥  ¨¬¥ì-
è¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¡àñ¢ëè¥ª ¬®£«® ¯®«ãç¨âìáï?
7. \�®âãà®¬"   ª«¥âç â®© ¤®áª¥ ¡ã¤¥¬  §ë-
¢ âì § ¬ªãâë© ¬ àèàãâ « ¤ì¨, ¯® ª ¦¤®© ª«¥â-
ª¥ ª®â®à®£® « ¤ìï ¯à®å®¤¨â à®¢® ®¤¨ à §. �®¦-
® «¨ à §¡¨âì ª«¥âª¨ ¤®áª¨ 8 × 8   ¯ àë â ª,
çâ®¡ë   «î¡®¬ ª®âãà¥ ¡ë«¨ ®¡¥ ª«¥âª¨ ª ª®©-
â® ¯ àë?

�à¨¬¥ç ¨¥. �  à¨áãª¥ ¯®ª §  ¯à¨¬¥à ª®âãà    ¤®áª¥ 6 × 6.
� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¯à®áâ¥©è¨¬ ª®âãà®¬ ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â 2 × 2, ®
¯®«®áª  è¨à¨®© 1 ª®âãà®¬ ¥ ï¢«ï¥âáï.
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8. �  ¤®áª¥ 45 × 45 ¯à®¢¥«¨ 12 à §à¥§®¢ ¯® «¨¨ï¬ á¥âª¨ (¢á¥ à §à¥-
§ë ¨¤ãâ ®â ªà ï ¤® ªà ï ¤®áª¨). �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¯®«ãç¨¢è¨åáï
¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢  ©¤ãâáï ¤¢  ®¤¨ ª®¢ëå.
9. � 40 ¬ «ìç¨ª®¢ ¡ë«® 111111 ª àâ®ç¥ª (¢á¥£®). � ¦¤ãî ¬¨ãâã ªâ®-
¨¡ã¤ì ¨§ ¨å à §¤ ¢ « á¢®¨ ª àâ®çª¨ ¯®à®¢ã ®áâ «ìë¬. �®£«  «¨
íâ  § â¥ï ¯à®¤®«¦ âìáï ¢ â¥ç¥¨¥ ¤ï?

8 класс
1. �  ¤®áª¥ 7×7 à ááâ ¢ìâ¥ 24 àëæ àï ¨ 25 «¦¥æ®¢ â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ë©
¨§ ¨å ¬®£ áª § âì: \�ï¤®¬ á® ¬®© áâ®¨â à®¢® ®¤¨ àëæ àì". � ª
®¡ëç®, àëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   «¦¥æë ¢á¥£¤  ¢àãâ. �î¤¨
áç¨â îáï áâ®ïé¨¬¨ àï¤®¬, ¥á«¨ ã § ¨¬ ¥¬ëå ¨¬¨ ª«¥â®ª ¥áâì ®¡é ï
áâ®à® .
2. �®¦® «¨   ¯àï¬®© ®â¬¥â¨âì â®çª¨ A, B, C, D, E â ª¨¬ ®¡à §®¬,
çâ®¡ë AB = 14, BC = 16, CD = 12, DE = 8, AE = 16 á¬?
3. �ïâ ¤æ â¨¬¥âà®¢®¥ ¡à¥¢® à á¯¨«¨«¨   5 ç áâ¥© ¤«¨®© 1, 2, 3, 4, 5
¬¥âà®¢ (áç¨â ï á«¥¢   ¯à ¢®). � â¥¬ á¤¥« «¨ ¥éñ ¥áª®«ìª® ¤®¯®«¨-
â¥«ìëå à á¯¨«®¢. �®á«¥ íâ®£® ®ª § «®áì, çâ® â¥¯¥àì,  ®¡®à®â, ª ¦-
¤ë© ªãá®ç¥ª ¤«¨¥¥, ç¥¬ ¥£® ¯à ¢ë© á®á¥¤. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¡àñ¢ëè¥ª
¯®«ãç¨«®áì ¥ ¬¥¥¥ 25.
4. �¥à® «¨, çâ® 26 + 2573 + 2473 + 2376 + 2276 + 79 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬
ç¨á«®¬?
5. �£¢ à  ¯¨á «   ª àâ®çª å ¢á¥¢®§¬®¦ë¥ âà¥å§ çë¥ ç¨á«  ¡¥§
ã«¥© ¢ ¤¥áïâ¨ç®© § ¯¨á¨. �áª®«ì¤ à §à¥§ « ª ¦¤ãî ª àâ®çªã  
¤¢¥ ç áâ¨ â ª, çâ® ¨§ ª ¦¤®£® ç¨á«  ¯®«ãç¨«®áì ®¤® ¤¢ã§ ç®¥ ¨
®¤® ®¤®§ ç®¥. �¥«ì£  ¯¥à¥¬®¦¨«  ¢á¥ ç¨á«    ¯®«ãç¨¢è¨åáï
®¡àë¢ª å. � ©¤¨â¥ 90-î á ª®æ  æ¨äàã ¯®«ãç¨¢è¥£®áï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï.
6. �áâì âà¨ ªãçª¨ ª ¬¥©. �¢®¥ ¨£à îâ ¢ á«¥¤ãîéãî ¨£àã: §  å®¤
¬®¦® ¢§ïâì ¨§ ®¤®© ªãçª¨ «î¡®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ª ¬¥© ¨ à §¤¥«¨âì
¨å ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ®áâ «ìë¬¨ ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ (¢ ª ¦¤ãî ªãç-
ªã ã¦® ª¨ãâì ¥ ¬¥¥¥ ®¤®£® ª ¬ï). � â®â ¬®¬¥â, ª®£¤  ¢® ¢á¥å
ªãçª å ¡ë«® ¯® 2007 ª ¬¥©, ª ®¤®© ¨§ ¨å ¯®¤®èñ« áª®à¯¨®. �¥¯¥àì
¢ íâã ªãçªã ¬®¦® â®«ìª® ª¨¤ âì ª ¬¨, ® ¡à âì ¨å ¨§ ¥ñ ¥«ì§ï.
�à®¨£àë¢ ¥â â®â, ªâ® ¥ ¬®¦¥â á¤¥« âì å®¤. �â® ¢ë¨£à ¥â ¯à¨ ¯à -
¢¨«ì®© ¨£à¥?
7. �áâì âà¨ ®¤¨ ª®¢ë¥ ¯«¨âª¨ ¢ ä®à¬¥ ¯àï¬®ã£®«ì®£® âà¥ã£®«ì¨ª 
á ã£« ¬¨ 30◦ ¨ 60◦. � áï á®áâ ¢¨« ¨§ ¨å ¢á¥å ®¤¨ ¡®«ìè®© âà¥ã£®«ì-
¨ª. �¥âï ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¬®¦¥â á®áâ ¢¨âì ¨§ â¥å ¦¥ ¯«¨â®ª (â®¦¥
¢á¥å âà¥å) ¤àã£®© ¯® ä®à¬¥ âà¥ã£®«ì¨ª. �à ¢ «¨ �¥âï?
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8. �  1001 ª àâ®çª¥  ¯¨á ® ¯® æ¥«®¬ã ¥®âà¨æ â¥«ì®¬ã ç¨á«ã.
�ã¬¬  ç¨á¥«   ¢á¥å ª àâ®çª å à ¢  999. � «ìâ¥à å®ç¥â à §¡¨âì ª à-
â®çª¨   ¤¢¥ £àã¯¯ë â ª, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®© £àã¯¯¥ áã¬¬  ç¨á¥« ¡ë« 
¬¥ìè¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ª àâ®ç¥ª ¢ íâ®© £àã¯¯¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ® á¬®¦¥â
á¤¥« âì íâ® ¥ ¬¥¥¥, ç¥¬ 1000 á¯®á®¡ ¬¨.
9. � ª®à®«ï ¥áâì n £®à®¤®¢. � á®¡¨à ¥â ¯à®¥ªâë ¯à®¢¥¤¥¨ï n ¤®à®£
¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ £®à®¤ ¬¨. �« ¢®¥ âà¥¡®¢ ¨¥ ª ¯à®¥ªâã | çâ®¡ë ¬¥¦¤ã
«î¡ë¬¨ k £®à®¤ ¬¨ ¯à®å®¤¨«® ¥ ¡®«¥¥ k ¤®à®£ (¯à¨ «î¡®¬ k < n).
�¦ á®áâìî ¯à®¥ªâ   §ë¢ ¥âáï ç¨á«® 2x−y, £¤¥ x | ç¨á«® ¥á¢ï§ -
ëå ç áâ¥©,   ª®â®àë¥ à á¯ ¤ ¥âáï áâà   ¯à¨ ¤ ®¬ ¯à®¥ªâ¥, y |
ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ à £®à®¤®¢, á®¥¤¨¥ëå à®¢® ¤¢ã¬ï ¤®à®£ ¬¨. � ©¤¨â¥
áã¬¬ã ã¦ á®áâ¥© ¢á¥å ¯à®¥ªâ®¢.

9 класс

�î¦¥â 1
�ª¨¬  ¯¨á «   ¤®áª¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, § â¥¬ áâñà ª ¦¤ãî ¨§ ¥£®

æ¨äà ¨ § ¬¥¨«   ¢¤¢®¥ ¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ( ¯à¨¬¥à, ç¨á«® 239533 ®
§ ¬¥¨« ¡ë   46181066). � ª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ç¨á«   §®¢ñ¬ ¯à¥®¡-
à §®¢ ¨¥¬ �ª¨¬ .
1. � ¨áå®¤®¬ ç¨á«¥ ¡ë«® 100 § ª®¢, ¨ ®® ¯à¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ �ª¨¬ 
ã¢¥«¨ç¨«®áì ¢ ¤¢  à § . � ª®© ¬ ªá¨¬ «ì®© ¬®£«  ¡ëâì áã¬¬  æ¨äà
íâ®£® ç¨á« ?
2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®£® ç¨á« , ª®â®à®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨-
¥¬ �ª¨¬  ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¢ 19 à §.
3. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ª®â®àë¥ ¯à¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ �ª¨¬  ã¢¥«¨ç¨¢ -
îâáï à®¢® ¢ 17 à §.
4. � ¥ª¨¬ ç¨á«®¬ 100 à § ¯à®¤¥« «¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �ª¨¬ . �ª § -
«®áì, çâ® ¢ ¯®«ãç¥®¬ ç¨á«¥ ¡®«ìè¥ ¯®«®¢¨ë æ¨äà ®¤¨ ª®¢ë. �â®
íâ® §  æ¨äà ? �à¨¢¥¤¨â¥ ¢á¥ ¢ à¨ âë ¨ ¤®ª ¦¨â¥, çâ® ¤àã£¨å ¥â.

�î¦¥â 2
�¨â «¨© ¨ �«¥¡ ¨£à îâ ¢ ¨£àã   ª«¥âç â®¬ ¯®«¥. �  å®¤ ¬®¦®

®¡¢¥áâ¨ ®¤ã ¨§ «¨¨© á¥âª¨ ®â ªà ï ¤® ªà ï ¯®«ï. �à ï ¤®áª¨ ã¦¥
®¡¢¥¤¥ë. �¥à¢ë¬ å®¤¨â �¨â «¨©. �à®¨£àë¢ ¥â â®â, ¯®á«¥ å®¤  ª®â®-
à®£® ¢á¥ áâ®à®ë ª ª®©-â® ª«¥âª¨ ®ª ¦ãâáï ®¡¢¥¤¥ë. �â® ¢ë¨£àë¢ ¥â
  ¯®«¥:
1. 1× 1000?
2. 1× 11?
3. 200× 7?
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4. 11× 11?

�î¦¥â 3
�áâì ª¢ ¤à â á® áâ®à®®© ¤«¨ë 1 ª¬. �® ¥£® ¤¨ £® «ï¬ á® áª®-

à®áâìî 10 ª¬/ç ¡¥£ îâ ¤¢  ¡¥£ã  (ª ¦¤ë© ¯® á¢®¥© ¤¨ £® «¨, ª®£¤ 
¤®¡¥£ ¥â ¤® ª®æ  ¤¨ £® «¨, à §¢®à ç¨¢ ¥âáï ¨ ¡¥¦¨â ¢ ¯à®â¨¢®¯®-
«®¦ãî áâ®à®ã á â®© ¦¥ áª®à®áâìî).
1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ª ª®©-â® ¬®¬¥â à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ¡¥£ã ¬¨ ¡ã¤¥â
¥ ¬¥ìè¥

√
2/2 ª¬.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®£¤ -¨¡ã¤ì à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ¡¥£ã ¬¨ ¡ã¤¥â ¥
¡®«ìè¥, ç¥¬ 1/2 ª¬.
3. � ©¤¨â¥, ª ª¨¬  ¨¡®«ìè¨¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¨¨¬ «ì®¥ ¨§ íâ¨å à á-
áâ®ï¨©.
4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¢ ª ª®©-â® ¬®¬¥â à ááâ®ï¨¥ ¡ë«® ¬¥ìè¥ m
¬, â® ¢ ª ª®©-â® ¤àã£®© ¬®¬¥â ®® ¡ã¤¥â ¡®«ìè¥ (1000−m) ¬.

10-11 класс

�î¦¥â 1
1. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ â ª¨¥ ¬®£®ç«¥ë P (x) ¨ Q(x), çâ® ¤«ï «î¡®£® x ¨§
¨â¥à¢ «  (0, π/2) ¢ë¯®«ï«®áì ¡ë à ¢¥áâ¢® P (cos x)

Q(sin x) = tgx?
2. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¬®£®ç«¥ P (x) â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® x ¨§ ¨â¥à¢ « 
(0, π/2) ¢ë¯®«ï«®áì ¡ë à ¢¥áâ¢® sin x = P (tgx)?
3. �«ï ª ª¨å  âãà «ìëå ç¨á¥« n áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¬®£®ç«¥ P (x)
áâ¥¯¥¨ n ¨ ¬®£®ç«¥ Q(x) ¯à®¨§¢®«ì®© áâ¥¯¥¨, çâ® ¤«ï «î¡®£® x

¨§ ¨â¥à¢ «  (0, π/2) ¢ë¯®«ï«®áì ¡ë à ¢¥áâ¢® tgx = P (sin x)
Q(cos x)?

4. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ª®à¥©   ¨â¥à¢ «¥ (0, π/2) ¤«ï ¤ -
®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n ¬®¦¥â ¨¬¥âì ãà ¢¥¨¥ sin x = P (cos x), £¤¥
P (x) | ¯à®¨§¢®«ìë© ¬®£®ç«¥ n-®© áâ¥¯¥¨?

�î¦¥â 2
�®çª¨ A ¨ B   ¯«®áª®áâ¨ á®¥¤¨¥ë «®¬ ®© â ª, çâ® ¢ë¯®«¥ë

á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:
(I) ¤¢¨£ ïáì ®â A ª B ¯® ¤ ®© «®¬ ®©, ¬ë ¢áñ ¢à¥¬ï ã¤ «ï¥¬áï ®â A;
(II) ¤¢¨£ ïáì ®â A ª B ¯® ¤ ®© «®¬ ®©, ¬ë ¢áñ ¢à¥¬ï ¯à¨¡«¨¦ ¥¬áï
ª B.

�à®¬¥ â®£®, ¤«¨  ®âà¥§ª  AB à ¢  1 á¬.
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1. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®© ®âà¥§®ª â ª®© «®¬ ®©, ªà®¬¥  ç «ì®£® ¨
ª®¥ç®£®, «¥¦¨â ¬¥¦¤ã ®á®¢ ¨ï¬ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¢, ®¯ãé¥ëå ¨§
â®ç¥ª A ¨ B   ¯àï¬ãî, á®¤¥à¦ éãî íâ®â ®âà¥§®ª.
2. �ãáâì A ¨ B á®¥¤¨¥ë ¤¢ã§¢¥®© «®¬ ®© â ª, çâ® ¢ë¯®«¥ë
ãá«®¢¨ï (I) ¨ (II). � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì® ¢®§¬®¦ãî ¤«¨ã â ª®© «®¬ -
®©.
3. �ãáâì A ¨ B á®¥¤¨¥ë âàñå§¢¥®© «®¬ ®© â ª, çâ® ¢ë¯®«¥ë
ãá«®¢¨ï (I) ¨ (II). � ©¤¨â¥ ¬ ªá¨¬ «ì® ¢®§¬®¦ãî ¤«¨ã â ª®© «®¬ -
®©.
4. �¥à® «¨, çâ® «®¬ ë¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (I) ¨ (II) (¨
á®¥¤¨ïîé¨¥ ¤ ë¥ â®çª¨ A ¨ B), ¬®£ãâ ¨¬¥âì áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìèãî
¤«¨ã?

�î¦¥â 3
1. � ë ¤¢¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥ ¯à®£à¥áá¨¨, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â
¨§ ç¥âëà�¥å ç«¥®¢. �§¢¥áâ®, çâ® áã¬¬  «î¡ëå ¤¢ãå ç«¥®¢ ¯¥à¢®©
¯à®£à¥áá¨¨ | ç«¥ ¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® à §®áâì ¯¥à¢®©
¯à®£à¥áá¨¨ à ¢  0.
2. � ë ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ ®¡¥ áâ®à®ë  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥ ¯à®£à¥áá¨¨
á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ à §®áâï¬¨. �§¢¥áâ®, çâ® áã¬¬  «î¡ëå ¤¢ãå ç¨-
á¥« ¨§ ®¤®© ¯à®£à¥áá¨¨ | ç«¥ ¤àã£®© ¯à®£à¥áá¨¨, ¨  ®¡®à®â, áã¬¬ 
«î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« ¨§ ¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨ | ç«¥ ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨.
�®ª ¦¨â¥, çâ® à §®áâ¨ íâ¨å ¯à®£à¥áá¨© à ¢ë.
3. �«ï ª ª¨å ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« x  ©¤ãâáï â ª¨¥ ¤¢¥ ¯à®£à¥áá¨¨, ®¡-
« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢®¬ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ , çâ® ®¤  ¨§ ¨å á®¤¥à¦¨â
ç¨á«® 2007,   ¤àã£ ï | ç¨á«® x?
4. � ë ¤¢¥ ¡¥áª®¥çë¥ ¢ ®¡¥ áâ®à®ë  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥ ¯à®£à¥áá¨¨.
�§¢¥áâ®, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« ¨§ ®¤®© ¯à®£à¥áá¨¨ |
ç«¥ ¤àã£®© ¯à®£à¥áá¨¨, ¨  ®¡®à®â, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥«
¨§ ¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨ | ç«¥ ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ªã¡
«î¡®£® ç«¥  «î¡®© ¨§ íâ¨å ¯à®£à¥áá¨© ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬ ç¨á«®¬.
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Решения первого (заочного) тура

Решения задач 5–6 классов

1. �¤® ¨§ ¢®§¬®¦ëå à §à¥§ ¨©:

2. �â¢¥â: ¯¥à¢ë©  §¢ « ç¨á«® 1, ¢â®à®© { 2,
âà¥â¨© á®¢à « ¨  §¢ « 1.

� ç¥¬ à¥è¥¨¥ á â®£®, çâ® ¯®ª ¦¥¬, çâ®
á¯®àâá¬¥, ¯à¨è¥¤è¨© âà¥âì¨¬, á®¢à «.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, ® áª § « ¯à ¢¤ã. �ë § ¥¬,
çâ® ¥«ì§ï  §¢ âì ç¨á«® ¬¥ìè¥ 1. � ç¨â,
¯à¨è¥¤è¨© ¯¥à¢ë¬  §¢ « ç¨á«® ¥ ¬¥ìè¥ 1, ¯à¨è¥¤è¨© ¢â®àë¬  -
§¢ « ç¨á«® ¥ ¬¥ìè¥ 1,   ¯à¨è¥¤è¨© âà¥âì¨¬ áª § « ¯à ¢¤ã ¨  §¢ «
ç¨á«® 3. � ç¨â, áã¬¬  ¨å ®â¢¥â®¢ ¥ ¬¥ìè¥ ç¥¬ 1 + 1 + 3 = 5 ¨ ¥
¬®¦¥â à ¢ïâìáï 4. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� ç¨â, âà¥â¨© á¯®àâá¬¥ á®¢à «. �®£¤  ¯¥à¢ë¥ ¤¢®¥ áª § «¨ ¯à ¢¤ã
¨  §¢ «¨ ç¨á«  1 ¨ 2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ç¨â, âà¥â¨© á¯®àâá¬¥  §¢ «
ç¨á«® 4− 1− 2 = 1.
3. �â¢¥â: ã � è¨ 12 ¢®§¤ãèëå è à¨ª®¢. �à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  á¯®á®¡ 
à¥è¥¨ï.

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ � è  ¬®¦¥â ®â¤ âì ¯®«®¢¨ã á¢®¨å è à¨ª®¢, â®

ª®«¨ç¥áâ¢® ¥¥ è à¨ª®¢  æ¥«® ¤¥«¨âáï   ¤¢ . � «®£¨ç®, ¥á«¨ ® 
¬®¦¥â ®â¤ âì 2

3 á¢®¨å è à¨ª®¢, ®áâ ¢¨¢ á¥¡¥ â®«ìª® âà¥âì, ª®«¨ç¥áâ¢®
¥¥ è à¨ª®¢ ¤¥«¨âáï  æ¥«® â ª¦¥ ¨   âà¨. �.®. ®® ¤¥«¨âáï   è¥áâì.

�á«¨ ã � è¨ ¢á¥£® 6 è à¨ª®¢, â® ã � è¨ 44 è à¨ª . � íâ®¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ � è  ¯®¤ à¨â � è¥ ¯®«®¢¨ã á¢®¨å è à¨ª®¢, â® ã ¥£® áâ ¥â 47
è à¨ª®¢, çâ® ¡®«ìè¥ 45 ¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î.

�á«¨ ã � è¨ ¢á¥£® 12 è à¨ª®¢, â® ã � è¨ 38 è à¨ª®¢. �á«¨ � è 
®â¤ ¥â � è¥ ¯®«®¢¨ã á¢®¨å è à¨ª®¢, â® ã ¥£® ¯®«ãç ¥âáï 44 è à¨ª ,
çâ® ¬¥ìè¥ 45,   ¥á«¨ � è  ®â¤ ¥â � è¥ ¤¢¥ âà¥â¨ á¢®¨å è à¨ª®¢, â®
ã ¥£® ¯®«ãç ¥âáï 46 è à¨ª®¢, çâ® ¡®«ìè¥ 45. �â®â ¢ à¨ â ¯®¤å®¤¨â.

�á«¨ ã � è¨ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 18 è à¨ª®¢, â®, ¯®á«¥ â®£® ª ª ® 
®â¤ áâ � è¥ ¤¢¥ âà¥â¨ á¢®¨å è à¨ª®¢, ã ¥¥ ®áâ ¥âáï ¥ ¬¥ìè¥ 6
è à¨ª®¢, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ã � è¨ ¡ã¤¥â ¥ ¡®«ìè¥ 44 è à¨ª®¢, çâ® ¯à®-
â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î.

�â®à®© á¯®á®¡. �¡®§ ç¨¬ §  C ª®«-¢® ¢®§¤ãèëå è à¨ª®¢ ã � è¨,
ç¥à¥§ M { ã � è¨. �§ ãá«®¢¨ï ¢¨¤®, çâ® C + M

2 < 45, C + 2 · M
3 > 45.

� ç¨â, M
2 > 5,   M

3 < 5. �âáî¤  M > 10, ¨ M < 15.
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�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ � è  ¬®¦¥â ®â¤ âì ¯®«®¢¨ã á¢®¨å è -
à¨ª®¢, â® ª®«¨ç¥áâ¢® ¥¥ è à¨ª®¢  æ¥«® ¤¥«¨âáï   ¤¢ . � «®£¨ç®,
¥á«¨ ®  ¬®¦¥â ®â¤ âì 2

3 á¢®¨å è à¨ª®¢, ®áâ ¢¨¢ á¥¡¥ â®«ìª® âà¥âì, ª®-
«¨ç¥áâ¢® ¥¥ è à¨ª®¢ ¤¥«¨âáï  æ¥«® ¨   âà¨. �® ®â 10 ¤® 15 â®«ìª®
®¤® ç¨á«®  æ¥«® ¤¥«¨âáï ¨   2, ¨   3 { íâ® 12.

�à®¢¥à¨¬, çâ® ã � è¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®£«® ¡ëâì 12 ¢®§¤ãèëå è -
à¨ª®¢. �®£¤  ã � è¨ 38 ¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï ¯¥à¥¤ ç¨ 38 + 6 ≤ 44 ¨
38 + 8 ≥ 46. � ç¨â, ã � è¨ 12 ¢®§¤ãèëå è à¨ª®¢.
4. � ¬¥â¨¬, çâ® ç¥à¥§ ¥¤¥«î ¯®«®¦¥¨¥ «ï£ãèª¨ ¨§¬¥¨«®áì. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢®¥: ç¥à¥§ ¥¤¥«î «ï£ãèª  ®áâ « áì   â®¬ ¦¥ ¬¥áâ¥.
�®£¤  ®  á¤¥« «  ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯àë¦ª®¢ \¢«¥¢®" ¨ \¢¯à -
¢®" ®â �®áâà®¬ë. �® íâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª ¢ ¥¤¥«¥ 7 ¤¥©,   7 ¥
¤¥«¨âáï   2.

� ç¨â, §  ¯¥à¢ãî ¥¤¥«î «ï£ãèª  á¤¥« «  \è £" ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥  
50 ª¬ ¢ ®¤ã áâ®à®ã. �® ¢â®àãî ¥¤¥«î, ¯®¢â®à¨¢ ¢á¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¯¥à¢®©,
®  á¤¥« «  â®â ¦¥ \è £" ¨ â.¤. � ª¨¬ ®¡à §®¬, §  ¯¥à¢ë¥ 4 ¥¤¥«¨
«ï£ãèª  á¤¥« «  ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 4 \è £ " ¨ ®â®è«  ®â �®áâà®¬ë ¥
¬¥¥¥, ç¥¬   200 ª¬. �® ª®æ  ¬¥áïæ  ã ¥¥ ®áâ «®áì ¥ ¡®«ìè¥ âà¥å
¤¥©,   § ç¨â ®  á¬®¦¥â ¯à®©â¨ ¥ ¡®«¥¥ 150 ª¬ ¨ ¥ ¢¥à¥âáï ¢
�®áâà®¬ã.
5. �â¢¥â:

2 6 3
1 24 12
16 8 4

6. �â¢¥â. �®§¬®¦ë â®«ìª® ¤¢  â ª¨å ¢ à¨ â :

3 2 4 1 5 7 8 9 6

7 8 6 9 5 3 2 1 4
� áá¬®âà¨¬ ç¨á« , ¯®¤ ª®â®àë¬¨  ¯¨á ë ¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥

¥¤¨¨æë. �.ª. �¥  § ¯¨á « ç¨á«  ¯® ®¤®¬ã à §ã, ªà ©¨¥ ç¨á« 
®â«¨ç îâáï   2. �®íâ®¬ã ¯à¥¤¯®á«¥¤¥¥ ¨ ç¥â¢¥àâ®¥ á ª®æ  ç¨á« 
®â«¨ç îâáï   2,   ¯¥à¥¤ ç¥â¢¥àâë¬ ç¨á«®¬ áâ®¨â ®â«¨ç îé¥¥áï ®â
¥£®   2 ¢ ¤àã£ãî áâ®à®ã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç¨á«  ®â ¯à¥¤¯®á«¥¤¥£®
ç¨á«  ª  ç «ã ®â«¨ç îâáï   1, ¥é¥ à §   1, § â¥¬   2, § â¥¬  
4 (¢ ®¤ã áâ®à®ã), â.¥. à §¨æ  ¬¥¦¤ã ¯¥à¢ë¬ ¨ ¯®á«¥¤¨¬ à ¢  8,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ç¨á«  1 ¨ 9. �.®. ®â ç¥â¥àâ®£® ¤® ¯à¥¤¯®á«¥¤¥£®
áâà®çª  ç¨á¥« �¥ë «¨¡® 1, 5, 7, 8, 9, «¨¡® 9, 5, 3, 2, 1.

� ®¡®¨å á«ãç ïå ¤«ï ¯®á«¥¤¥£® ¨ ¤«ï âà¥âì¥£® ç¨á«  ®áâ ¥âáï â®«ìª®
¯® ®¤®¬ã ¢ à¨ âã. �®á«¥ ç¥£® ¨ ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ç¨á«  ¢®ááâ  ¢«¨¢ îâáï
®¤®§ ç®.
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7. �â¢¥â: ¢ èª®«¥ 40 âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢.
�¥à¢ë© á¯®á®¡ à¥è¥¨ï. � ç «  § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ áã¬¬¥ ¡ë«® ¯®«ãç¥-

® ¨ ¯®¤ à¥® ¯®à®¢ã ¯®¤ àª®¢. �.®. ¢â®à®ª« áá¨ª¨ ¨ âà¥âì¥ª« áá-
¨ª¨ ¯®¤ à¨«¨ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®«ãç¨«¨, à®¢®   áâ®«ìª® ¦¥,   áª®«ìª®
¯¥à¢®ª« áá¨ª¨ ¯®«ãç¨«¨ ¡®«ìè¥ ç¥¬ ¯®¤ à¨«¨.

�®á¬®âà¨¬,   áª®«ìª® ¡®«ìè¥ ¯®«ãç¨«¨ ¯¥à¢®ª« áá¨ª¨ ®â®á¨-
â¥«ì® â®£®, áª®«ìª® ®¨ ¯®¤ à¨«¨. � ¦¤ë© ¯¥à¢®ª« áá¨ª ¯®«ãç¨«
  5 ¯®¤ àª®¢ ¡®«ìè¥,   § ç¨â ¢á¥ ¯¥à¢®ª« áá¨ª¨ |   ª®«¨ç¥áâ¢®
¯¥à¢®ª« áá¨ª®¢, ã¬®¦¥®¥   5. � «®£¨ç®, ¢â®à®ª« áá¨ª¨ ¯®¤ -
à¨«¨ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®«ãç¨«¨,   ª®«¨ç¥áâ¢® ¢â®à®ª« áá¨ª®¢,   âà¥âì¥-
ª« áá¨ª¨ |   ã¤¢®¥®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢, ¨ íâ® à ¢®
ª®«¨ç¥áâ¢ã ¢â®à®ª« áá¨ª®¢, ã¬®¦¥®¬ã   4 (¢¥¤ì âà¥âì¥ª« áá¨-
ª®¢ ¢ 2 à §  ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¢â®à®ª« áá¨ª®¢). �®«ãç ¥âáï, çâ® ¢ áã¬¬¥
¢â®à®ª« áá¨ª¨ ¨ âà¥âì¥ª« áá¨ª¨ ¯®¤ à¨«¨ ¯®¤ àª®¢ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®-
«ãç¨«¨,   ª®«¨ç¥áâ¢® ¢â®à®ª« áá¨ª®¢, ã¬®¦¥®¥   5. �ë ã¦¥ ¢ë-
ïá¨«¨, çâ® ¢â®à®ª« áá¨ª¨ ¨ âà¥âì¥ª« áá¨ª¨ ¯®¤ à¨«¨ ¡®«ìè¥, ç¥¬
¯®«ãç¨«¨, à®¢®   áâ®«ìª® ¦¥,   áª®«ìª® ¯¥à¢®ª« áá¨ª¨ ¯®«ãç¨«¨
¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®¤ à¨«¨. �® â®£¤  ª®«¨ç¥áâ¢® ¯¥à¢®ª« áá¨ª®¢, ã¬®-
¦¥®¥   5, à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã ¢â®à®ª« áá¨ª®¢, ã¬®¦¥®¬ã   5,
  § ç¨â, ãç¥¨ª®¢ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ª« áá  ¯®à®¢ã. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ª®«¨ç¥áâ¢® âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢ à ¢® ã¤¢®¥®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢ã ¢â®à®ª« áá-
¨ª®¢, ¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥â¥© ¢ ¯¥à¢ëå âàñå ª« áá å à ¢® ã¤¢®¥®¬ã ª®-
«¨ç¥áâ¢ã âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢, â® ¥áâì à ¢® 80. � ç¨â, âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢
40 ç¥«®¢¥ª.

�â®à®© á¯®á®¡ à¥è¥¨ï (¤«ï â¥å, ªâ® § ¥â ãà ¢¥¨ï).
�¡®§ ç¨¬ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯¥à¢®ª« áá¨ª®¢ ¡ãª¢®© x, ¢â®à®ª« áá¨ª®¢

| ¡ãª¢®© y, âà¥âì¥ª« á¨ª®¢ | ¡ãª¢®© z. �®£¤  x+y+z = 80 ¨ z = 2y.
� ãá«®¢¨¨ áª § ®, çâ® ¢â®à®ª« áá¨ª¨ ¯®¤ à¨«¨ ¯®¤ àª®¢   y ¡®«ìè¥,
ç¥¬ ¯®«ãç¨«¨,   âà¥âì¥ª« áá¨ª¨ |   2z. �¥à¢®ª« áá¨ª¨,  ®¡®à®â,
¯®«ãç¨«¨ ¯®¤ àª®¢ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯®¤ à¨«¨,   5x. � ª ª ª ¢á¥ ¯®¤ àª¨
¡ë«¨ ¢àãç¥ë ¢ãâà¨ èª®«ë, â® 5x = y + 2z.

�®¤áâ ¢¨¬ ¢ ¯®á«¥¤¥¥ ãà ¢¥¨¥ x = 80 − y − z ¨ § â¥¬ z = 2y.
�®«ãç¨¬ ãà ¢¥¨¥ 5(80−y−2y) = y+2(2y). �¥è ï ãà ¢¥¨¥,  å®¤¨¬
y = 20, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, z = 40.
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Решения задач 7–8 классов

1. � íâ®© § ¤ ç¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£® ¢ à¨ â®¢ á«®-
¦¨âì ª¢ ¤à â 9× 9 ¡¥§ ã£«®¢®© ª«¥âª¨ ¨§ ä¨£ãà®ª
¤ ®© ¢ ãá«®¢¨¨ ä®à¬ë. � ¯à¨¬¥à:
2. �ã¬¬  ¢á¥å ¬¥áâ à ¢  1 + 2 + ... + 10 = 55, çâ®
  8 ¡®«ìè¥ áã¬¬ë ®â¢¥â®¢ ¢á¥å á¯®àâá¬¥®¢. �á¥,
ªà®¬¥ ®¤®£® ãç áâ¨ª , áª § «¨ ¯à ¢¤ã, á«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ¥£® ¬¥áâ®   ¢®á¥¬ì ¡®«ìè¥, ç¥¬ áª § ®¥ ¨¬ ç¨á«®. �á«¨ ¥£®
®â¢¥â ¡®«ìè¥ ¤¢ãå, â® ¥£® ¬¥áâ® ¤®«¦® ¡ëâì ¡®«ìè¥ 10, ç¥£® ¥ ¬®¦¥â
¡ëâì, â ª ª ª ¬¥áâ ¢á¥£® ¤¥áïâì. �áâ ñâáï ¤¢  ¢®§¬®¦ëå ¢ à¨ â : ®
áª § «, çâ® § ï« ¢â®à®¥ ¬¥áâ®, ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¡ë« ¤¥áïâë¬, ¨«¨ çâ®
® § ï« ¯¥à¢®¥ ¬¥áâ®,   ¡ë« ¤¥¢ïâë¬.

3. � íâ®© § ¤ ç¥ ¥áâì ¬®£®
¢ à¨ â®¢ à ááâ ®¢ª¨ ¡¨-
à®ª   è«ï¯ª å £¢®§¤¨ª®¢.
�à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¨§ ¨å:

1 13 8 2
6 16 5 15
10 12 9 11
4 14 7 3

1 7 2 8
13 11 14 12
4 6 3 5
16 10 15 9

4. �â¢¥â: ¢ èª®«¥ 60 âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢.
�ãáâì � | ª®«¨ç¥áâ¢® ¯¥à¢®ª« áá¨ª®¢, � | ¢â®à®ª« áá¨ª®¢, � |

âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢. �®£¤  ¯® ãá«®¢¨î � + � + � = 140 ¨ � = 2�, ®âªã¤ 
�+3� = 140, � = 140−3�. � §®áâì ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®¤ à¥ëå ¯®¤ àª®¢ ¨
ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®«ãç¥ëå à ¢  1�+2�−3�. �® ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®¤ à¥ëå
¯®¤ àª®¢ à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã ¯®«ãç¥ëå, ¯®íâ®¬ã 1� + 2� − 3� = 0.
�«¥¤®¢ â¥«ì® � + 2� = 3�,   ¯®áª®«ìªã � = 2�, â® � + 2 · (2�) = 3�.
�®¤áâ ¢¨¬ � = 140−3� ¨ ¯®«ãç¨¬, çâ® 5� = 3(140−3�), 5� = 420−9�,
14� = 420, � = 30. � ª®«¨ç¥áâ¢® âà¥âì¥ª« áá¨ª®¢ � = 2� = 2 ·30 = 60.
5. �à¥¡ã¥¬®¥ à §à¥§ ¨¥ ¥¢®§¬®¦®. �à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
íâ®£®.

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª à §à¥§ âì ¬®¦®. �®£¤  ¯¥â ¬¨® ¢á¥£® 6

èâãª.
�ãáâì  è ¯àï¬®ã£®«ì¨ª à á¯®«®¦¥, ª ª ãª § ®   à¨áãª¥ ¨¦¥.

�ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¥àâ¨ª «ìãî ®áì á¨¬¬¥âà¨¨ "®áìî �",   £®à¨§®â «ì-
ãî | "®áìî �".

�áì � ¥ ¬®¦¥â ¯¥à¥á¥ª âì ¨ª ª®¥ ¯¥â ¬¨®, â ª ª ª â®£¤  ®® ¡ã-
¤¥â à §¡¨¢ âìáï ¥î   ¤¢¥ á¨¬¬¥âà¨çë¥ ç áâ¨, ¯à¨ç¥¬ ¢ ª ¦¤®© æ¥«®¥
ç¨á«® ª«¥â®ª, ¨ ¢ áã¬¬¥ ¯®«ãç¨¬ çñâ®¥ ç¨á«® ª«¥â®ª, ® ¢ ¯¥â ¬¨®
¨å ¯ïâì. �á«¨ ª ª®¥-â® ¯¥â ¬¨® ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¡¥ ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨,
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â® á¨¬¬¥âà¨çëå ¥¬ã ä¨£ãà ¡ã¤¥â ¥éñ 3 èâãª¨, ® ¯® ãá«®¢¨î ¢á¥£®
ä¨£ãà ®¤¨ ª®¢®© ä®à¬ë ¤®«¦® ¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå.

� ç¨â, ª ¦¤®¥ ¨§ 6 ¯¥â ¬¨® ¯¥à¥á¥ª ¥â ®áì �,   ¯®áª®«ìªã   íâ®©
®á¨ ¢á¥£® 6 ª«¥â®ª, â® ã ª ¦¤®£® ¯¥â ¬¨®   ¥© «¥¦¨â à®¢® ¯®
®¤®© ª«¥âª¥. �áâ «ìë¥ ç¥âëà¥ ª«¥âª¨ ¤®«¦ë «¥¦ âì á¨¬¬¥âà¨ç-
® ®â®á¨â¥«ì® ®á¨ �, ¤¢¥ á¢¥àåã, ¤¢¥ á¨§ã. � á¯®«®¦¨âì íâ¨ ¯ àë
ª«¥â®ª, çâ®¡ë ¯®«ãç¨«¨áì à §ë¥ ¯¥â ¬¨®, ¬®¦® â®«ìª® ¤¢ã¬ï á¯®-
á®¡ ¬¨: £®à¨§®â «ì®, ¯®«ãç¨âáï "�"-¯¥â ¬¨®, ¨ ¢¥àâ¨ª «ì®, ¯®-
«ãç¨âáï ¯àï¬®¥ ¯¥â ¬¨® (â® ¥áâì 1× 5).

�® ª ¦¤®£® ¢¨¤  ä¨£ãà®ª ¤®«¦® ¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå, â® ¥áâì ¢á¥£®
¥ ¡®«¥¥ 4-å ¯¥â ¬¨®,    ¬ ã¦® è¥áâì. � ç¨â, ¬ë ¯®«ãç¨«¨
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¨ â ª®¥ à §à¥§ ¨¥ ¥¢®§¬®¦®.

1 5 7 3

2 6 8 4

�â®à®© á¯®á®¡.
� ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯¥à¢®¬ ¢ à¨ â¥ à¥è¥¨ï, ®¡êïáï-

¥âáï ¯®ç¥¬ã ¨ª ª®¥ ¯¥â ¬¨® ¥ ¬®¦¥â ¯¥à¥á¥ª âì
¢¥àâ¨ª «ìãî ®áì á¨¬¬¥âà¨¨.

� áá¬®âà¨¬ ã£«®¢ë¥ ª«¥âª¨ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª ,  
à¨áãª¥ ®¨ ¯à®ã¬¥à®¢ ë ®â 1 ¤® 4. �á«¨ ¡ë ª«¥â-
ª¨ 1 ¨ 2 ¯à¨ ¤«¥¦ «¨ à §«¨çë¬ ä¨£ãà ¬, â® ¨§-§  á¨¬¬¥âà¨¨ ®â®-
á¨â¥«ì® £®à¨§®â «ì®© ®á¨ íâ¨ ä¨£ãàë ¤®«¦ë ¡ëâì ®¤¨ ª®¢ë¬¨.

�çâï á¨¬¬¥âà¨î ®â®á¨â¥«ì® ¢¥àâ¨ª «ì®© ®á¨, ¯®«ãç ¥¬ ¥é¥ ¤¢¥
â ª¨å ¦¥ ä¨£ãàë, á®¤¥à¦ é¨¥ ®áâ «ìë¥ ã£«®¢ë¥ ª«¥âª¨ | 3 ¨ 4. �®
¢ ãá«®¢¨¨ ¥ ¤®¯ãáª ¥âáï ¡®«ìè¥ ¤¢ãå ä¨£ãà ®¤¨ ª®¢®© ä®à¬ë. �®-
íâ®¬ã, ¥á«¨ ¡ë âà¥¡ã¥¬®¥ à §à¥§ ¨¥ ¡ë«® ¢®§¬®¦ë¬, â® ª«¥âª¨ 1 ¨
2 ¤®«¦ë ¡ë«¨ ¡ë ¯à¨ ¤«¥¦ âì ®¤®¬ã ¯¥â ¬¨®. �® â ª®¥ ¯¥â -
¬¨® ¢®§¬®¦® â®«ìª® ®¤®£® ¢¨¤  | ¢¥àâ¨ª «ì®¥ ¯àï¬®¥ ¯¥â ¬¨®
(1× 5). �® á¨¬¬¥âà¨¨ ª«¥âª¨ 3 ¨ 4 â®¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¢¥àâ¨ª «ì®¬ã
¯àï¬®¬ã ¯¥â ¬¨®.

� «®£¨çë¬ à ááã¦¤¥¨¥¬ ¬®¦® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ª«¥âª¨ 5 ¨ 6 â®¦¥
®¡ï§ ë ¯à¨ ¤«¥¦ âì ®¤®¬ã ¯¥â ¬¨®, ª®â®à®¥ â ª¦¥ ¯®«ãç ¥âáï
¯àï¬ë¬, ¨ ¬ë á®¢  ¯à¨è«¨ ª ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨¬¥âì ¡®«ìè¥ ¤¢ãå ä¨£ãà
®¤®© ä®à¬ë.

�â ª, âà¥¡ã¥¬®¥ à §à¥§ ¨¥ ¥¢®§¬®¦®.
6. �â¢¥â: ®¯¨á ëå ¢ ãá«®¢¨¨ ¯ à ç¨á¥« 999.

�ãáâì ¥áâì ¯ à  â ª¨å ç¨á¥«: ç¥âëàñå§ ç®¥ p ¨ âàñå§ ç®¥ q, çâ®
®¨ ®¡  ¤¥«ïâáï   ¨å à §®áâì d = p − q. �®£¤  q = kd, ¨ â¥¬ á ¬ë¬
p = q + d = kd + d = (k + 1)d. � ª ª ª d ¤¥«¨â¥«ì q, â® d | ¥ ¡®«¥¥
ç¥¬ âàñå§ ç®¥ ç¨á«®.

�«ï ª ¦¤®£® § ç¥¨ï d ®â 1 ¤® 999 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ k, â ª®¥,
çâ® kd ¥éñ âàñå§ ç®¥ ç¨á«®,   (k + 1)d | ã¦¥ ç¥âëàñå§ ç®¥. �â ª,
ª ¦¤®¬ã § ç¥¨î à §®áâ¨ d ®â 1 ¤® 999 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à®¢® ®¤ 
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¯ à  ¯®¤å®¤ïé¨å ç¨á¥«, ¨ ¢á¥ ¯ àë â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¡ã¤ãâ  ©¤¥ë. �®
¥áâì, ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å ¯ à à ¢® 999.

7. �®ª ¦¥¬ ®â ¯à®â¨¢®£®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¥áâì á¯®á®¡ â ª ¤¥©áâ¢®-
¢ âì, çâ® à §®áâì ¬¥¦¤ã ç¨á« ¬¨ ¡ã¤¥â ®áâ ¢ âìáï ¥ ¡®«ìè¥ âëáïç¨.

�®-¯¥à¢ëå, á ª ¦¤®© ®¯¥à æ¨¥© ��� ¥ ã¬¥ìè ¥âáï. � á ¬®¬ ¤¥«¥,
¥á«¨ ã  á ¡ë«¨ ç¨á«  a ¨ b, ¨ ¨å ��� à ¢¥ d, â® ç¨á«® d ¡ã¤¥â
¤¥«¨â¥«¥¬ ¨ a + d ¨ b + d, ¨, ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢ë¡®à , ��� á«¥¤ãîé¥©
¯ àë ç¨á¥« ¡ã¤¥â ¤¥«¨âìáï   d, â® ¥áâì ¡ã¤¥â ¥ ¬¥ìè¥ d.

�®-¢â®àëå, ��� ¤¢ãå ç¨á¥« ¢á¥£¤  ¥ ¡®«ìè¥ ¨å à §®áâ¨. �® ¥áâì
��� ¢á¥å ¯ à ¢  è¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¡ã¤¥â ®áâ ¢ âìáï ¥ ¡®«ìè¥
âëáïç¨. � ç¨â, á ª ª®£®-â® ¬¥áâ  ��� ã ¢á¥å ¯ à ¡ã¤¥â ®¤¨ ¨ â®â ¦¥.
�¡®§ ç¨¬ íâ® ç¨á«® D.

�®áâà®¨¬ ®¢ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à ç¨á¥« | ¢®§ì¬¥¬ ¯ àë ç¨-
á¥« ¨§ ¯¥à¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ á â®£® ¬¥áâ , á ª®â®à®£® ®¨ ¢á¥ ¤¥-
«ïâáï   D, ¨ à §¤¥«¨¬ ¨å   D. �á®, çâ® ¢ ª ¦¤®© ¯ à¥ â¥¯¥àì ���
à ¢¥ ¥¤¨¨æ¥ (â® ¥áâì ®¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë), ¨ «î¡ë¥ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥ ¯ -
àë ®â«¨ç îâáï ¯à¨¡ ¢«¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë ª ®¤®¬ã ¨§ ç¨á¥«. �à¨ íâ®¬
à §®áâì ç¨á¥« ¢ ª ¦¤®© ¯ à¥ ¯®-¯à¥¦¥¬ã ¥ ¡®«ìè¥ âëáïç¨.

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® â ª ï ¡¥áª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à ¢§ -
¨¬® ¯à®áâëå ç¨á¥«, à §®áâì ª®â®àëå ¢á¥£¤  ¬¥ìè¥ âëáïç¨, áãé¥-
áâ¢®¢ âì ¥ ¬®¦¥â. �®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¡¥áª®¥ç ,   à §-
®áâì ®£à ¨ç¥ , â® ®¡  ç¨á«  ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ à áâãâ ¥®£à ¨-
ç¥®. � ª¦¥, ®¨ ¨ª®£¤  ¥ ¬®£ãâ áâ âì à ¢ë¬¨, ¯®íâ®¬ã ¬¥ìè¥¥
¢ ¯ à¥ ¢á¥£¤  ®áâ ¥âáï ¬¥ìè¨¬.

� áá¬®âà¨¬ ç¨á«® P | ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥« ®â 2 ¤®
1000. � ª ª ª ç¨á«  ã¢¥«¨ç¨¢ îâáï   1, â® ¡ã¤¥â ¯¥à¢ë© ¬®¬¥â, ª®£¤ 
¬¥ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥« áâ ¥â à ¢ë¬ P . �®£¤  ¡®«ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥« ¤®«¦®
«¥¦ âì ¢ ¨â¥à¢ «¥ ®â P + 1 ¤® P + 1000. �® «î¡®¥ ¨§ ç¨á¥« P + k ¤«ï
k ®â 2 ¤® 1000 ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤¨ ¥âà¨¢¨ «ìë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì á P ,
â ª ª ª P ¤¥«¨âáï   «î¡®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ®â 2 ¤® 1000. � íâ®â ¬®¬¥â
¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¢ ¯ à¥ ¤®«¦® ¡ëâì à ¢® P + 1, ¨ ç¥ ®® ®ª ¦¥âáï ¥
¢§ ¨¬® ¯à®áâ® á ¬¥ìè¨¬. �® â®£¤    á«¥¤ãîé¥¬ è £¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬
«¨¡® ¤¢  ç¨á« , à ¢ëå P +1, ¨ ¨å ��� â®¦¥ à ¢¥ P +1, «¨¡® ¡®«ìè¥¥
ç¨á«® áâ ®¢¨âáï à ¢ë¬ P + 2, ¨ ¨å ��� áâ ®¢¨âáï à ¢ë¬ 2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à ç¨á¥« áãé¥áâ¢®¢ âì ¥
¬®¦¥â, ¨ à §®áâì ç¨á¥« ¡ã¤¥â ¥®£à ¨ç¥® ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï.

8. �á¥£® ¥áâì N ªàã¦ª®¢. �¡®§ ç¨¬ K | ¡«¨¦ ©è¥¥ á¢¥àåã æ¥«®¥
ç¨á«® ª N/2, ¨ L | ¡«¨¦ ©è¥¥ á¨§ã æ¥«®¥ ç¨á«® ª N/2. (�¨ à ¢ë
¤àã£ ¤àã£ã, ¥á«¨ N çñâ®, ¨ ®â«¨ç îâáï   ¥¤¨¨æã, ¥á«¨ N ¥çñâ®, ¨
¢ áã¬¬¥ ¢á¥£¤  ¤ îâ N .)
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�¡¢¥¤ñ¬ ªà áë¬ æ¢¥â®¬ â¥ ªàã¦ª¨, ¢ ª®â®àëå áâ®ïâ ç¨á« , ¬¥ìè¨¥
ç¥¬ K.

�á«¨ ªà áëå ªàã¦ª®¢ ®ª § «®áì ¡®«ìè¥ «¨¡® à ¢® ¯®«®¢¨ë ®â
¢á¥å ªàã¦ª®¢, â® ®¡¢¥¤¥¬ çñàë¬ æ¢¥â®¬ à®¢® K ¨§ ¨å. �«ãç ©,
ª®£¤  ªà áëå ªàã¦ª®¢ ®ª § «®áì ¬¥ìè¥ ¯®«®¢¨ë, à §¡¥à¥¬ ¯®§¦¥.

�«ï íâ¨å çñàëå ªàã¦ª®¢ ¡ã¤¥¬ ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì à ¢¥áâ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ 
«¨¨© á ç¨á«®¬ ¢ ªàã¦ª¥. � ¨¬¥®, á®¥¤¨¨¬ ª ¦¤ë© ç¥àë© ªàã-
¦®ª á â¥¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¥çñàëå ªàã¦ª®¢, ª®â®à®¥ ¢ ñ¬  ¯¨á ®.
�â® ¢á¥£¤  ¢®§¬®¦® | ã  á ¡ã¤¥â ¤®áâ â®ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¥çñàëå
ªàã¦ª®¢, ¯®áª®«ìªã ¨å à®¢® L èâãª,   ¢á¥ ç¨á«  ¢ çñàëå ªàã¦ª å
¥ ¡®«ìè¥ L. � ª ª ª ¨§ ª ¦¤®£® çñà®£® ªàã¦ª  ¬ë ¯à®¢®¤¨¬ «¨-
¨¨ â®«ìª® ª ¥çñàë¬, ¨ ¯à¨ íâ®¬ à §ë¬, â® ¯®ïâ®, çâ® ¨ª ª¨¥
¤¢  ªàã¦ª  ¥ ¡ã¤ãâ á®¥¤¨¥ë ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤®© «¨¨¥©, ¨ âà¥¡®¢ ¨¥
§ ¤ ç¨ ¢ë¯®«¥®.

�áâ «®áì à §®¡à âì á«ãç ©, ª®£¤  ªà áëå ªàã¦ª®¢ ¬¥ìè¥ ¯®«®-
¢¨ë ®â ¢á¥å. �®£¤  ®¡¢¥¤ñ¬ çñàë¬ à®¢® K ¥ªà áëå ªàã¦ª®¢.
�¯¥à¢  á®¥¤¨¨¬ «¨¨¥© ª ¦¤ë¥ ¤¢  çñàëå ªàã¦ª . �¥¯¥àì ¨§ ª ¦-
¤®£® çñà®£® ªàã¦ª  ¢ëå®¤¨â à®¢® K − 1 «¨¨ï. �®áª®«ìªã ¢ «î¡®¬
çñà®¬ ªàã¦ª¥ áâ®¨â ç¨á«® ®â K ¤® N − 1, â® ¨§ ª ¦¤®£® ¨§ ¨å ®áâ -
«®áâì ¯à®¢¥áâ¨ ®â 1 ¤® L «¨¨©. �  á ¥áâì à®¢® L ¥çñàëå ªàã¦ª®¢,
ª ª®â®àë¬ ¬ë ¥é¥ ¥ ¯à®¢®¤¨«¨ «¨¨©. �¥¯¥àì ¯à®¢¥¤¥¬ ¨§ ª ¦¤®£®
çñà®£® ªàã¦ª  ª ¥çñàë¬ áâ®«ìª® «¨¨©, áª®«ìª® ¥ å¢ â ¥â. � ª
ª ª ¥çñàëå ªàã¦ª®¢ à®¢® L èâãª, â® ¨å ¤«ï íâ®£® å¢ â¨â. �¥¯¥àì
âà¥¡®¢ ¨¥ § ¤ ç¨ ¢ë¯®«¥® ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.

Решения задач 9 класса

�î¦¥â 1
�ãáâì ¬®£®ç«¥ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨ áâ àè¨¬ ªíää¨æ¨-

¥â®¬ 1 à §«®¦¥ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®ç«¥®¢ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥-
â ¬¨. �ç¥¢¨¤®, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ áâ àè¨å ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¤®«¦® ¡ëâì
à ¢® áâ àè¥¬ã ª®íää¨æ¨¥âã  è¥£® ¬®£®ç«¥ , â.¥. ¥¤¨¨æ¥, á«¥¤®-
¢ â¥«ì®, áâ àè¨¥ ª®íää¨æ¨¥âë «¨¡® ®¡  à ¢ë 1, «¨¡® ®¡  à ¢ë −1.
�â®à®© á«ãç © á¢®¤¨âáï ª ¯¥à¢®¬ã ¤®¬®¦¥¨¥¬ ®¡®¨å ¬®£®ç«¥®¢  
−1. �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì ¢ à¨ â, ¢ ª®â®à®¬ áâ àè¨¥
ª®íää¨æ¨¥âë ¬®£®£®ç«¥®¢ à ¢ë 1.
1. �  ¬®£®ç«¥ ¢â®à®© áâ¥¯¥¨ á® áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ 1, á«¥¤®-
¢ â¥«ì® ® ¬®¦¥â à áª« ¤ë¢ âìáï â®«ìª® ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®ç«¥®¢
¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨ á® áâ àè¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ 1. �¡®§ ç¨¬ ¨å á¢®¡®¤-
ë¥ ç«¥ë c ¨ d ¨ § ¯¨è¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥: (x+c)(x+d) = x2+(c+d)x+cd.
�âáî¤  c + d = 7,   b = cd.
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�â¢¥â: âà¥åç«¥ x2 + 7x + b ¡ã¤¥â à §«®¦¨¬ ¯à¨ b ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢
¢¨¤¥ c(7−c), £¤¥ c | «î¡®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, â.¥. 0, 6, 10, 12,−8,−18,−30, . . . .
2. � ª ç¥áâ¢¥ a ¬®¦® ¢§ïâì ç¨á«  ¢¨¤  10− c2, £¤¥ c ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥-
¨ï 0, 1, 2, . . . , 2006 (¨«¨ «î¡ë¥ ¤àã£¨¥ æ¥«ë¥ § ç¥¨ï). �¥©áâ¢¨â¥«ì-
®, x4 + (10 − c2)x2 + 25 = x4 + 10x2 + 25 − c2x2 = (x2 + 5)2 − (cx)2 =
(x2 + 5 + cx)(x2 + 5− cx).
3. �ëïá¨¬,   ª ª¨¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¬®¦¥â à áª« ¤ë¢ âìáï ¬®£®ç«¥
x4 + ax2 + 7. �á«¨ íâ®â ¬®£®ç«¥ à áª« ¤ë¢ ¥âáï   âà¨ ¨«¨ ¡®«ìè¥
¬®¦¨â¥«¥©, â® ¨å ¬®¦® á£àã¯¯¨à®¢ âì ¨ ¯¥à¥¬®¦¨âì, á«¥¤®¢ â¥«ì-
®, ¤®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì à §«®¦¥¨¥  è¥£® ¬®£®ç«¥    ¤¢ 
¬®¦¨â¥«ï. �â¥¯¥ì  è¥£® ¬®£®ç«¥  4, á«¥¤®¢ â¥«ì®, áã¬¬  áâ¥-
¯¥¥© ¬®£®ç«¥®¢,   ª®â®àë¥ ¥£® ¬®¦® à §«®¦¨âì, â®¦¥ ¤®«¦ 
¡ëâì 4. �.®. ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¤¢  ¢ à¨ â : áâ¥¯¥¨ ¬®£®ç«¥-
®¢ à ¢ë 2 ¨ áâ¥¯¥ì ®¤®£® ¬®£®ç«¥  3,   ¤àã£®£® 1.

�®ª ¦¥¬, çâ® á«ãç © ¬®£®ç«¥®¢ ¯¥à¢®© ¨ âà¥âì¥© áâ¥¯¥¨ ¬®¦¥â
¡ëâì á¢¥¤¥ ª á«ãç î ¬®£®ç«¥®¢ ¢â®à®© áâ¥¯¥¨. �¡®§ ç¨¬ ¬®-
¦¨â¥«ì ¯¥à¢®© áâ¥¯¥¨ x − c. �ç¥¢¨¤®, ç¨á«® c ï¢«ï¥âáï ª®à¥¬
 è¥£® ¬®£®ç«¥ , â.¥. c4 + ac2 + 7 = 0. � áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢®
x4 + ax2 + 7 = (x2 − c2)(x2 + (a + c2)) + (7 + ac2 + c4). �.ª. c ï¢«ï-
¥âáï ª®à¥¬, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯®á«¥¤ïï áª®¡ª  â®¦¤¥áâ¢  ¤®«¦  ¡ëâì
à ¢  ã«î ¨ ¯®«ãç¥® à §«®¦¥¨¥   ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¬®£®ç«¥®¢
¢â®à®© áâ¥¯¥¨.

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®£®ç«¥®¢ ¢â®à®© áâ¥¯¥¨. (x2 +
c1x + c2)(x2 + d1x + d2) = x4 + (c1 + d1)x3 + (c1d1 + c2 + d2)x2 + (c1d2 +
c2d1)x + c2d2. � è ¬®£®ç«¥ ¨¬¥¥â ã«¥¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ x3 ¨
x, ¯®íâ®¬ã d1 = −c1 ¨ c1d2 = −c2d1. � áá¬®âà¨¬ ¢ à¨ âë c1 = d1 = 0
¨ c1 = −d1 6= 0.

I) c1 = d1 = 0. �§ ãá«®¢¨©   ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ x2 ¨   á¢®¡®¤ë©
ç«¥ ¨¬¥¥¬ c2 +d2 = a, c2d2 = 7. �§ ¢â®à®£® à ¢¥áâ¢  c2 = ±7, d2 = ±1
¨«¨ c2 = ±1, d2 = ±7. �âáî¤  a = ±8.

II) c1 = −d1 6= 0. �®£¤  d2 = c2 ¨ ¨§ ãá«®¢¨ï   á¢®¡®¤ë© ç«¥ ¨¬¥¥¬
c2
2 = 7. �â® ãà ¢¥¨¥ æ¥«ëå à¥è¥¨© ¥ ¨¬¥¥â, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ ¬®£®ç«¥ ¥ ¡ã¤¥â à §«®¦¨¬ ¨ ¯à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå a.
�â¢¥â: a = ±8.

4. � ª ¨ ¢ âà¥âì¥¬ ¯ãªâ¥,  è ¬®£®ç«¥ ¬®¦® à §«®¦¨âì   ¤¢ 
¬®£®ç«¥  áâ¥¯¥¨ 2 á ¥¤¨¨çë¬¨ áâ àè¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �á«®-
¢¨ï   ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ x3 ¨ x ¡ã¤ãâ â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ âà¥âì¥¬ ¯ãªâ¥.
�®åà ¨âáï ¨ ãá«®¢¨¥   ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ x2, ® ¨§¬¥¨âáï ãá«®¢¨¥  
á¢®¡®¤ë© ç«¥. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ®¡  ¢ à¨ â , á®åà ïï
®¡®§ ç¥¨ï âà¥âì¥£® ¯ãªâ .
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I) c1 = d1 = 0, c2 + d2 = a, c2d2 = b.
II) c1 = −d1 6= 0, d2 = c2, c2

2 = b ¨ ¨§ ãá«®¢¨ï   ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ x2

¨¬¥¥¬ −c2
1 + 2c2 = a.

�â¢¥â: «¨¡® a = m + k ¨ b = mk, «¨¡® a = 2m− k2 ¨ b = m2, £¤¥ k ¨
m | ¯à®¨§¢®«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« .

�î¦¥â 2

4
3
2
1

a b c d e
1. � ª ¡ë ¬ë ¨ à §à¥§ «¨ ®áâ â®ª ¯àï¬®ã£®«ì¨-
ª    ¤®¬¨®èª¨, ç¥à¥§ ¯®«¥ c1 ¤®«¦  ¯à®å®¤¨âì
¤®¬¨®èª . � ª ª ª ¯®«¥ c2 ¢ëà¥§ ®, â® íâ  ¤®-
¬¨®èª   ¯à ¢«¥  «¨¡® ¢«¥¢®, «¨¡® ¢¯à ¢® ®â®-
á¨â¥«ì® ¯®«ï c1, â® ¥áâì, ¤®«¦  «¥¦ âì «¨¡®  
¯®«ïå b1 ¨ c1, «¨¡®   ¯®«ïå c1 ¨ d1. � «®£¨ç®, ¤®¬¨®èª , ¯à®-
å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¯®«¥ c4 «¥¦¨â «¨¡® á¯à ¢ , «¨¡® á«¥¢  ®â ¥£®. �ãáâì
®¤  ¨§ íâ¨å ¤®¬¨®è¥ª «¥¦¨â á¯à ¢ ,   ¤àã£ ï á«¥¢ . �®£¤  á¯à ¢  ¨
á«¥¢  ®áâ ñâáï ¯® 9 ª«¥â®ª. �® 9 ª«¥â®ª ¥«ì§ï à §à¥§ âì   ¤®¬¨®è-
ª¨, ¯®íâ®¬ã «¨¡® ®¡¥ ã¯®¬ïãâë¥ ¤®¬¨®èª¨ «¥¦ â á¯à ¢ , «¨¡® ®¡¥
á«¥¢ .

�®á¬®âà¨¬, áª®«ìª® ¢ à¨ â®¢ à §à¥§ âì ®áâ «ìë¥ ª«¥âª¨, ¥á«¨ ®¡¥
¤®¬¨®èª¨ «¥¦ â á¯à ¢ . �à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ª«¥âªã e1 ¤®¬¨®èª 
¬®¦¥â ¡ëâì  ¯à ¢«¥  â®«ìª® ¢¨§, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ e4 | â®«ìª®
¢¢¥àå. �®íâ®¬ã ¥áâì ¢á¥£® ®¤¨ ¢ à¨ â à §à¥§ âì ¯à ¢ë© ªãá®ª. �®-
á¬®âà¨¬   «¥¢ë© ªãá®ª. � ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§ á¥¡ï ¯àï¬®ã£®«ì¨ª 2×4.
�ëá«¥® à §¤¥«¨¬ ¥£®   ¤¢  ª¢ ¤à â  2 × 2 ¨ à §¡¥àñ¬ ¤¢  ¢ à¨-
 â : ª®£¤  ¥áâì ¤®¬¨®èª , ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ®¡  ª¢ ¤à â , ¨ ª®£¤ 
¥â. �á«¨ ¤®¬¨®èª  ¯à®å®¤¨â ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ª¢ ¤à â ¬¨, â®, ®ç¥¢¨¤®,
à ááâ ®¢ª  ¤®¬¨®è¥ª ¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®¤®§ ç®. �á«¨ ¦¥ ¥â, â®
ç¥âëà¥ ®áâ ¢è¨¥áï ¤®¬¨®èª¨ ¯®«®áâìî «¥¦ â ¢ ®¤®¬ ¨§ ¤¢ãå ª¢ ¤-
à â®¢. �«ï ª ¦¤®£® ¨§ ª¢ ¤à â®¢ ¥áâì ¤¢  ¢ à¨ â  ¥£® à §à¥§ âì.
�á¥£® ¯®«ãç ¥âáï ç¥âëà¥ ¢ à¨ â  à §à¥§ ¨ï, ¯«îá ¥éñ ®¤¨, ª®£¤ 
¥áâì ¤®¬¨®èª , ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¤¢  ª¢ ¤à â . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®-
£¤  ®¡¥ ¤®¬¨®èª¨, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ ¢¥àâ¨ª «ì c, «¥¦ â ¯® ¯à ¢ãî
áâ®à®ã, ¥áâì ¯ïâì ¢ à¨ â®¢ à §à¥§ ¨ï. �á®, çâ® ¥áâì áâ®«ìª® ¦¥
¢ à¨ â®¢, ª®£¤  ®¨ «¥¦ â ¯® «¥¢ãî áâ®à®ã. � ç¨â, ¢á¥£® ¤¥áïâì
¢ à¨ â®¢ à §à¥§ ¨ï.
2. �¥à¢ë© á¯®á®¡ à¥è¥¨ï.

� ª ã¦¥ ¡ë«® ¢ëïá¥® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥, ¥áâì ¤¢  ¢ à¨ â :
ª®£¤  ®¡¥ ¤®¬¨®èª¨, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ ¢¥àâ¨ª «ì c, «¥¦ â ¯® ¯à ¢ãî
áâ®à®ã, ¨ ª®£¤  ¯® «¥¢ãî. �®ïâ®, çâ® ®¨   «®£¨çë, ¯®íâ®¬ã
à §¡¥àñ¬ â®«ìª® ®¤¨ ¨§ ¨å (¯¥à¢ë©). � íâ®¬ á«ãç ¥, ª ª ¬ë ¯®¬¨¬,
á¯à ¢  ¡ã¤ãâ ¢¥àâ¨ª «ì® áâ®ïâì âà¨ ¤®¬¨®èª¨. �«¥¢  ¦¥, ¥áâì ¤¢ 
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¢ à¨ â : ª®£¤  ¥áâì ¤®¬¨®èª , ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ®¡  ª¢ ¤à â , ¨
ª®£¤  ¥â. �®£¤  ¥áâì â ª ï ¤®¬¨®èª , â® ¯®ïâ®, çâ® á«¥¢  ¡ã¤ãâ
áâ®ïâì ¢¥àâ¨ª «ì® ¤¢¥ ¤®¬¨®èª¨. �®£¤  ¥â, â® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¤¢ãå
ª¢ ¤à â®¢ ¬®£ãâ áâ®ïâì ¢¥àâ¨ª «ì® ®«ì ¤®¬¨®è¥ª ¨«¨ ¤¢¥.

� ª ¬ë ¢¨¤¨¬, á«¥¢  ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¢¥àâ¨ª «ì® áâ®¨â çñâ®¥ ª®-
«¨ç¥áâ¢® ¤®¬¨®è¥ª,   á¯à ¢  ¢á¥£¤  à®¢® âà¨. �®íâ®¬ã ¢á¥£® ¢¥àâ¨-
ª «ì® áâ®ïâì ¡ã¤¥â ¥çñâ®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤®¬¨®è¥ª.

�â®à®© á¯®á®¡ à¥è¥¨ï.
�®ªà á¨¬ ¢ á¨¨© æ¢¥â ¢á¥ ª«¥âª¨ ¯¥à¢®© ¨ âà¥ì¥© áâà®ª¨. �î¡ ï £®-

à¨§®â «ì ï ¤®¬¨®èª  á®¤¥à¦¨â «¨¡® ®«ì, «¨¡® ¤¢¥ á¨¨å ª«¥âª¨
(®¡ï§ â¥«ì® ç¥â®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®),   ª ¦¤ ï ¢¥àâ¨ª «ì ï à®¢® ®¤ã.
�á¥£® á¨¨å ª«¥â®ª ¤¥¢ïâì, â.¥. ¥ç¥â®¥ ç¨á«®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥àâ¨-
ª «ìëå ¤®¬¨®è¥ª â®¦¥ ¥ç¥â®¥ ç¨á«®.
3. � áªà á¨¬  è¥ ¯®«¥ ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ ¯®«®áª ¬¨ è¨à¨®© ¢ ®¤ã
ª«¥âªã ¯®®ç¥àñ¤® â® ¢ çñàë©, â® ¢ ¡¥«ë© æ¢¥â. �ñàëå ª«¥â®ª ¯®«ã-
ç¨«®áì   12 ¡®«ìè¥.

� ¬¥â¨¬, çâ® «¥¦ é ï £®à¨§®â «ì® ¤®¬¨®èª  § ¨¬ ¥â ®¤ã ¡¥-
«ãî ¨ ®¤ã çñàãî ª«¥âªã. �¥àâ¨ª «ì ï ¦¥ § ¨¬ ¥â ¤¢¥ ¡¥«ëå ¨«¨
¤¢¥ çñàëå. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à §®áâì ¢ ª®«¨ç¥áâ¢¥ ¬¥¦¤ã çñàë¬¨ ¨
¡¥«ë¬¨ ª«¥âª ¬¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®«ìª® ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ ¤®¬¨®èª ¬¨.
�á«¨ ¨å ¡ã¤¥â ¥ ¡®«ìè¥ 5, â® ¨ à §¨æ  ¡ã¤¥â ¥ ¡®«ìè¥ 10,   ®  12.
�®íâ®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥àâ¨ª «ì® áâ®ïé¨å ¤®¬¨®è¥ª ¡ã¤¥â å®âï ¡ë 6.

á ª § á ª § á ª § á ª
ª § á ª § á ª § á ª §
§ á ª § á ª § á ª § á
á ª § á ª § á ª § á ª
ª § á ª § - ª § á ª §
§ á ª § á - § á ª § á
á ª § á ª § á ª § á ª
ª § á ª § á ª § á ª §
§ á ª § á ª § á ª § á
á ª § á ª § á ª § á ª

4. � áªà á¨¬ ¯®«¥ ¢ âà¨ æ¢¥â  (ªà á-
ë©, á¨¨© ¨ §¥«¥ë©) â ª, ª ª ¯®-
ª § ®   à¨áãª¥. �®áç¨â ¢ ª«¥â-
ª¨ à §ëå æ¢¥â®¢, ¥á«®¦® ã¡¥¤¨âì-
áï, çâ® ¨å ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® (¯®
36). �â®«ìª® ¦¥ ¡ã¤¥â ¨ âà¨¬¨®è¥ª.
�à¨¬¨®èª  ¡¥§ ¢¥àå¥© ¯à ¢®©, â ª
¦¥ ª ª ¨ ¡¥§ ¨¦¥© «¥¢®© ª«¥âª¨, á®-
¤¥à¦¨â ¯® ®¤®© ª«¥âª¥ ¢á¥å âàñå æ¢¥-
â®¢. � §®¢ñ¬ íâ¨ ¤¢  ¢¨¤  âà¨¬¨®-
è¥ª ¡¥«ë¬¨. � ¤® ¤®ª § âì, çâ® ª®-
«¨ç¥áâ¢® ¡¥«ëå âà¨¬¨®è¥ª ¤¥«¨âáï   âà¨. �à¨¬¨®èª  ¦¥ ¡¥§ ¨¦-
¥© ¯à ¢®© ª«¥âª¨ á®¤¥à¦¨â ¤¢¥ ª«¥âª¨ ®¤®£® æ¢¥â  ¨ ®¤ã ¤àã£®£®,
  ¨¬¥®, ®  ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ¤¢¥ §¥«ñëå ¨ ®¤ã ªà áãî ( §®¢ñ¬
â ªãî âà¨¬¨®èªã §¥«ñ®©), ¤¢¥ á¨¨å ¨ ®¤ã §¥«ñãî (â ªãî  §®¢ñ¬
á¨¥©), «¨¡® ¦¥ ¤¢¥ ªà áëå ¨ ®¤ã á¨îî (íâ® ¡ã¤¥â ªà á ï). � ª¨¬
®¡à §®¬, ¢á¥ âà¨¬¨®èª¨ ã  á ¡¥«ë¥, ªà áë¥, §¥«ñë¥ ¨«¨ á¨¨¥.

� ¬¥â¨¬, çâ® âà¨¬¨®è¥ª ¤®«¦® ¡ëâì áâ®«ìª® ¦¥, áª®«ìª® ¨ ª«¥-
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â®ª ªà á®£® æ¢¥â . � ª¦¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¡¥«ë¥ ¨ §¥«ñë¥ âà¨¬¨®èª¨
á®¤¥à¦ â ¯® ®¤®© ª«¥âª¥ ªà á®£® æ¢¥â , ªà á ï | ¤¢¥,   á¨ïï |
®«ì. �®íâ®¬ã ®ç¥¢¨¤®, çâ® ªà áëå ¨ á¨¨å âà¨¬¨®è¥ª ¤®«¦®
¡ëâì ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®. � «®£¨ç®, ªà áëå ¡ã¤¥â áâ®«ìª® ¦¥,
áª®«ìª® ¨ §¥«ñëå. �.¥. ¤®«¦® ¡ëâì ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ªà áëå,
á¨¨å ¨ §¥«ñëå âà¨¬¨®è¥ª. �®íâ®¬ã ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® æ¢¥âëå âà¨-
¬¨®è¥ª ¤¥«¨âáï   âà¨. �® ¢á¥£® âà¨¬¨®è¥ª 36, çâ® â®¦¥ ¤¥«¨âáï
  âà¨, ¯®íâ®¬ã ¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¡¥«ëå âà¨¬¨®è¥ª ªà â® âàñ¬, çâ® ¨
âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�î¦¥â 3
1. �®ª ¦¥¬, çâ® «î¡ë¥ ç¥âëà¥ ¢¥àè¨ë A1, A2, A3, A4 «¥¦ â   ®¤®©
®ªàã¦®áâ¨ (¨§ íâ®£® á«¥¤ã¥â ¢¯¨á ®áâì ¬®£®ã£®«ì¨ª ). � áá¬®â-
à¨¬ âà¥ã£®«ì¨ª¨ A1A2A3, A1A2A4, A2A3A4. �® ªà ©¥© ¬¥à¥ ã ¤¢ãå
¨§ ¨å æ¥âàë ®¯¨á ëå ®ªàã¦®áâ¥© á®¢¯ ¤ îâ. � ª ª ª íâ¨ âà¥-
ã£®«ì¨ª¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ¢¥àè¨ë, â® ¨ à ¤¨ãáë ®¯¨á ëå ®ªàã¦®-
áâ¥© á®¢¯ ¤ îâ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ç¥â¢ñàâ ï ¢¥àè¨  «¥¦¨â   ®ªàã¦-
®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®áâ «ìë¥ âà¨.
2. � íâ®¬ ¬®£®ã£®«ì¨ª¥ ¥áâì å®âï ¡ë 5 â®ç¥ª. � áá¬®âà¨¬ ª ª¨¥-â®
5 ¨§ ¯à¥¤«®¦¥ëå. �§ íâ¨å ¯ïâ¨ â®ç¥ª ¬®¦® á®áâ ¢¨âì 10 âà¥ã£®«ì-
¨ª®¢. �¥âà®¢ è¥áâì, § ç¨â, ¥áâì ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  áà¥¤¨ íâ¨å 10,
ª®â®àë¬ á®®â¢¥áâ¢ã¥â ®¤¨ â®â ¦¥ æ¥âà O. �â¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¯¥à¥-
á¥ª îâáï å®âï ¡ë ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥. �ãáâì íâ  ¢¥àè¨  A. �®£¤  ¢á¥
¢¥àè¨ë íâ¨å ¤¢ãå âà¥ã£®«ì¨ª®¢ «¥¦ â   ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥ à ááâ®ï-
¨¨ AO ®â â®çª¨ O. �áâì ¤¢  ¢ à¨ â : «¨¡® íâ¨ ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª 
¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥ - â®£¤  ¢á¥ ¯ïâì â®ç¥ª «¥¦ â   ®¤®©
®ªàã¦®áâ¨. �á«¨ ¦¥ ¯® ¤¢ã¬, â® ç¥âëà¥ â®çª¨ ¨§ ¯ïâ¨  å®¤ïâáï  
®¤®© ®ªàã¦®áâ¨. �®á¬®âà¨¬   ¯ïâãî â®çªã B. �§ íâ¨å 5 â®ç¥ª
¬®¦® á®áâ ¢¨âì 6 âà¥ã£®«ì¨ª®¢, á®¤¥à¦ é¨å â®çªã B,   à §«¨çëå
æ¥âà®¢ ¢á¥£® 6. � ç¨â, ¨«¨ ª ª¨¥-â® ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨
â®â ¦¥ æ¥âà, ¨«¨ ®¤¨ ¨§ æ¥âà®¢ íâ¨å è¥áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á®¢¯ ¤ -
¥â á O. �ãáâì ®¤¨ ¨§ æ¥âà®¢ | O. �®£¤  ¨ ®áâ ¢è ïáï ¯ïâ ï â®çª 
«¥¦¨â   â®© ¦¥ ®ªàã¦®áâ¨, çâ® ¨ ¯¥à¢ë¥ 4. �á«¨ ¦¥ íâ®â æ¥âà |
¥ O, â® å®âï ¡ë 4 à §«¨çë¥ â®çª¨ ¨§ íâ¨å ¯ïâ¨, ®¤  ¨§ ª®â®àëå B,
«¥¦ â   ®¤®© ®ªàã¦®áâ¨. �áâ ¢è¨¥áï âà¨ â®çª¨, ªà®¬¥ B, «¥¦ â
  ®¤®© ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ O. �® âà¨ â®çª¨ ¬®£ãâ «¥¦ âì
â®«ìª®   ®¤®© ®¡éã¥© ®ªàã¦®áâ¨. � ç¨â, íâ¨ ®ªàã¦®áâ¨ á®¢¯ -
¤ îâ, ¨ â®çª  B â®¦¥ «¥¦¨â   â®© ¦¥ ®ªàã¦®áâ¨, çâ® ¨ ¯¥à¢ë¥ 4
â®çª¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, â ª ª ª ¬ë ¡à «¨ ¯à®¨§¢®«ìë¥ 5 ¢¥àè¨, «î¡ë¥
5 â®ç¥ª ¬®£®ã£®«ì¨ª  «¥¦ â   ®¤®© ®ªàã¦®áâ¨. � ä¨ªá¨àã¥¬
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ª ª¨¥-â® 4 â®çª¨ K, L, M ¨ N . �á«¨ ¢§ïâì ¯ïâãî â®çªã X, â® ¢ëïá¨â-
áï, çâ® X «¥¦¨â   â®© ¦¥ ®ªàã¦®áâ¨, çâ® ¨ K, L, M ¨ N . �® ¥áâì, ¢á¥
â®çª¨ «¥¦ â   ®¤®© ¨ â®© ¦¥ ®ªàã¦®áâ¨, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤ª § âì.
3. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯®¤®©¤¥â n-ã£®«ì¨ª A1A2 . . . An, ã ª®â®à®£®
n− 1 ¢¥àè¨  «¥¦¨â   ®¤®© ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ O,   ®áâ ¢è ïáï
¢¥àè¨  An   íâ®© ®ªàã¦®áâ¨ ¥ «¥¦¨â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡ëå
âà`å ¢¥àè¨, ¥ ¢ª«îç îé¨å ¢¥àè¨ã An, ¡ã¤¥â ®â¬¥ç¥  â®çª  O,  
¤«ï ¢á¥å  ¡®à®¢ âà¥å ¢¥àè¨, ¢ª«îç îé¨å An, ¡ã¤ãâ ®â¬¥ç¥ë à §-
«¨çë¥ â®çª¨, ®â«¨çë¥ ®â O. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥£® ¡ã¤¥â ®â¬¥ç¥®
(n−1)(n−2)

2 + 1 = n2−3n+4
2 â®çª¨.

4. � ¯à¨¬¥à, ¤«ï n = 6 ¯®¤®©¤¥â à á¯®«®¦¥-
¨¥ â®ç¥ª, ¨§®¡à ¦¥®¥   à¨áãª¥. �  ¯®ª § -
ëå ®ªàã¦®áâïå «¥¦¨â ¯® ç¥âëà¥ â®çª¨, ªà®-
¬¥ â®£® æ¥âàë ®ªàã¦®áâ¥©, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§
¢¥è¨¥ âà¨ â®çª¨ ¨ ¢ãâà¥¨¥ âà¨ â®çª¨, á®¢-
¯ ¤ îâ. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥£® ®â¬¥ç¥® æ¥âà®¢
20− 3× 3− 1 = 10. �à¨ íâ®¬ 62−3×6+4

2 = 11 > 10, â® ¥áâì ¯à¨¢¥¤¥ë©
è¥áâ¨ã£®«ì¨ª ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î.

Решения задач 10-11 классов

�î¦¥â 1
� ç¥¬ á ¥ª®â®àëå ®¡é¨å á®®¡à ¦¥¨©. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ f |

«¨¥©ë© âà¥åç«¥, â® ãà ¢¥¨¥ f(x, y) = 0 § ¤ ¥â ¯àï¬ãî,   á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¥ «¨¥©ë¥ ¥à ¢¥áâ¢  § ¤ îâ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨. �à¨ íâ®¬,
¥á«¨ ¥à ¢¥áâ¢® áâà®£®¥, â® á ¬  ¯àï¬ ï ¥ ¢ª«îç ¥âáï ¢ íâã ¯®«ã-
¯«®áª®áâì,   ¥á«¨ ¥áâà®£®¥, â® ¢ª«îç ¥âáï. �¨áâ¥¬¥ ¦¥ ¨§ ¥áª®«ìª¨å
«¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨å ¯®«ã¯«®áª®áâ¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®© á¨áâ¥¬¥ «¨¥©ëå ¥à -
¢¥áâ¢ ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì «¨¡® ®¤  ¨§ ç áâ¥©,   ª®â®àë¥ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ ¯àï¬ë¥ ¤¥«ïâ ¯«®áª®áâì, «¨¡® ¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®. (�â¬¥â¨¬,
çâ® ¥á«¨ ¤¢¥ â®çª¨ «¥¦ â ¢ ¤¢ãå à §ëå â ª¨å ç áâïå, â® ®¨ «¥¦ â
¯® à §ë¥ áâ®à®ë å®âï ¡ë ®¤®© ¨§ ¯àï¬ëå, ¨ § ç¨â, ®¨ ¥ ¬®£ãâ
ã¤®¢«¥â¢®àïâì ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ¥à ¢¥áâ¢ã, á¢ï§ ®¬ã á â ª®© ¯àï-
¬®©.)

�  ª ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ç áâ¥© n ¯àï¬ëå ¬®£ãâ ¤¥«¨âì ¯«®áª®áâì?
� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¯àï¬ë¥   ª®®à¤¨ â®© ¯«®á-
ª®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®, â®   k-®¬ è £¥ ®ç¥à¥¤ ï, k-ï ¯àï¬ ï ¡ã¤¥â
¯¥à¥á¥ª âì ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ¯àï¬ë¥ ¬ ªá¨¬ã¬ ¢ k − 1 â®çª¥. � ç¨â, íâ 
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¯àï¬ ï à áá¥ç¥â ¥ ¡®«¥¥ k ¯à¥¤ë¤ãé¨å ç áâ¥© ¨ ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç -
áâ¥© ¢®§à áâ¥â ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬   k. �®£¤  ¬ë  ç¨ ¥¬, ã  á ¥áâì 0
¯àï¬ëå ¨ ®¤  ç áâì (¢áï ¯«®áª®áâì). � ª¨¬ ®¡à §®¬, n ¯àï¬ëå à áá¥-
ªãâ ¯«®áª®áâì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   1 + 1 + 2 + · · ·+ n ç áâ¥©.

�à¨áâã¯¨¬ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª à¥è¥¨î § ¤ ç¨.
1. �à¨ ¯àï¬ë¥ ¤¥«ïâ ¯«®áª®áâì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   7 ç áâ¥© (íâ® ¢¯®«¥
®ç¥¢¨¤® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨ ¡¥§ ¯à¨¢¥¤¥ëå ¢ëè¥ ®¡é¨å á®®¡à ¦¥¨©).
� ¤àã£®© áâ®à®ë, á ª ¦¤ë¬ «¨¥©ë¬ âà¥åç«¥®¬ á¢ï§ ® ¤¢  (áâà®-
£¨å) «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ , § ç¨â, ¨§ âà¥å «¨¥©ëå âà¥åç«¥®¢ ¬ë
¬®¦¥¬ á®áâ ¢¨âì 2·2·2 = 8 á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢. � ç¨â, ª ª ï-
â® ¨§ á¨áâ¥¬ ¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨ ®¤®© ¨§ ç áâ¥©,   ª®â®àë¥ ¯àï¬ë¥
¤¥«ïâ ¯®áª®áâì, ¨, ¯®íâ®¬ã, íâ  á¨áâ¥¬  ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨©.
2. �á«¨ £à ¨æ  ®¡« áâ¨, ï¢«ïîé¥©áï à¥è¥¨¥¬ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë, á®-
áâ®¨â ¨§ ®âà¥§ª®¢ ¨«¨ «ãç¥© âà¥å ¨«¨ ¬¥¥¥ ¯àï¬ëå, â® íâ  ®¡« áâì
æ¥«¨ª®¬ «¥¦¨â ¢ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ( §®¢¥¬ ¥¥
ç¥â¢¥àâ®©) ¨§  è¨å ¯àï¬ëå. �®£¤ , ¯®¬¥ï¢ § ª ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬
(\ç¥â¢¥àâ®¬") ¥à ¢¥áâ¢¥, ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã, ¥ ¨¬¥îéãî à¥è¥¨©.
�á«¨ ¦¥ £à ¨æ  ®¡« áâ¨ á®áâ®¨â ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ®âà¥§ª®¢ (¨«¨
«ãç¥©) ¯àï¬ëå 1, 2, 3, 4, â®,  ¯à¨¬¥à, ¯àï¬ë¥ 1 ¨ 3 ¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥-
á¥ª îâáï ¢ãâà¨ íâ®© ®¡« áâ¨, ¨ âà¥ã£®«ì¨ª (¨«¨ ¯®«ã¯®«®á , ¥á«¨
¯àï¬ë¥ 1 ¨ 3 ¯ à ««¥«ìë), ®¡à §®¢ ë© ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¯¥à¢ëå âà¥å
¯àï¬ëå, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ç¥â¢¥àâ®© ¯àï¬®© (â.¥. ï¢«ï¥âáï ®¤-
®© ¨§ ®¡« áâ¥©,   ª®â®àë¥ ¯àï¬ë¥ ¤¥«ïâ ¯«®áª®áâì). �®¬¥ï¢ § ª¨
¢® ¢â®à®¬,   § â¥¬ ¢ ç¥â¢¥àâ®¬ ¥à ¢¥áâ¢¥, ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã, ¥
¨¬¥îéãî à¥è¥¨©.
3. � áá¬®âà¨¬ £à ¨æã ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨©  è¥© á¨áâ¥¬ë ¥áâà®£¨å
«¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢. �  á®áâ®¨â ¨§ ®âà¥§ª®¢ ¨ «ãç¥©  è¨å ¯àï¬ëå
¨«¨ á ¬¨å ¯àï¬ëå. �á«¨ áà¥¤¨ ãç áâª®¢ £à ¨æë ¢áâà¥ç ¥âáï ®âà¥§®ª
¨«¨ «ãç, â® £à ¨æ  á®¤¥à¦¨â ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥ª®â®àëå ¤¢ãå ¨§  è¨å
¯àï¬ëå (ª®¥æ íâ®£® ®âà¥§ª  ¨«¨ «ãç ). �®£¤ , § ¬¥¨¢ ¢ ¤¢ãå ¥à -
¢¥áâ¢ å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íâ¨¬ ¯àï¬ë¬, § ª¨ ¥à ¢¥áâ¢    § ª¨
à ¢¥áâ¢ , ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã, ¨¬¥îéãî à¥è¥¨¥ (ª®â®àë¬ ª ª à §
¡ã¤¥â íâ  â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï). �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î, § ç¨â, £à -
¨æ  ¤ ®© ®¡ áâ¨ á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ æ¥«ëå ¯àï¬ëå. �® â®£¤  ª ¦¤ ï
¨§ íâ¨å ¯àï¬ëå ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ¨ª ª®© ¨§ ®áâ «ìëå ¯àï¬ëå. �®íâ®-
¬ã ¢á¥ ¯àï¬ë¥ ¯ à ««¥«ìë, ¨ â®£¤ , ®ç¥¢¨¤®, £à ¨æ   è¥© ®¡« áâ¨
¬®¦¥â á®áâ®ïâì «¨¡® ¨§ ®¤®© ¯àï¬®© (®¡« áâì | ¯®«ã¯«®áª®áâì), «¨-
¡® ¨§ ¤¢ãå ¯àï¬ëå (®¡« áâì | ¯®«®á ). �á®, çâ® â®£¤  ®â¡à áë¢ ¨¥
¥à ¢¥áâ¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢á¥¬ ®áâ «ìë¬ ¯àï¬ë¬, ¥ ¨§¬¥¨â ¬®-
¦¥áâ¢  à¥è¥¨©, â.¥. ¯à¨¢¥¤¥â ª á¨áâ¥¬¥, à ¢®á¨«ì®© ¨áå®¤®©.
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4. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã, á®áâ®ïéãî ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ x > 0,x+1 > 0,x+2 <
0,x+ 3 < 0. �á®, çâ® ¤ ¦¥ ¥á«¨ ¬ë ¢ëª¨¥¬ «î¡®¥ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ (¨«¨
¨§¬¥¨¬ ¢ ¥¬ § ª), â® ¨§ âàñå ®áâ ¢è¨åáï ¥à ¢¥áâ¢ ª ª¨¥-â® ¤¢  ¡ã-
¤ãâ ¯à®â¨¢®à¥ç¨âì ¤àã£ ¤àã£ã. �®íâ®¬ã ¯à¨ n = 4 § ¤ ç , ¯à¨¢¥¤ñ ï
¢ ãá«®¢¨¨, ¢¯®«¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì à¥è¥¨¥. �á«¨ ¦¥ n = 3, â®, ®ç¥¢¨¤®,
áà¥¤¨ âà¥å ¯¥à¥á¥ª ¥¬ëå ¯®«ã¯«®áª®áâ¥© ¥áâì ¤¢¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï. �®-
£¤ , § ¬¥¨¢ (¥á«¨  ¤®) § ª ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ âà¥âì¥©
¯àï¬®©, ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã, ¨¬¥îéãî à¥è¥¨¥, â ª çâ® á¨âã æ¨ï,
®¯¨á  ï ¢ ãá«®¢¨¨, ¥¢®§¬®¦ .

�î¦¥â 2
1. �¡®§ ç¨¬ íâ® ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« §  M . �ãáâì ¥áâì ¤¢   ¡®à  A
¨ B ¯® k + 1 ç¨á«ã, ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨ ª®¢ë¥ áã¬¬ë. �®ª ¦¥¬, çâ® ®¨
¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ã ¨å ¥áâì ®¡é¨© í«¥¬¥â a.
�ëª¨¥¬ ¥£® ¨§ ®¡®¨å  ¡®à®¢. �®«ãç¨«¨ ¤¢   ¡®à , á®áâ®ïé¨¥ ¨§
k ç¨á¥«. �ç¥¢¨¤®, çâ® ã ¨å â®¦¥ à ¢ë¥ áã¬¬ë. �® ¯® á¢®©áâ¢ ¬
¬®¦¥áâ¢  M íâ®£® ¡ëâì ¥ ¬®¦¥â. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¯®íâ®¬ã
  á ¬®¬ ¤¥«¥  ¡®àë A ¨ B ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. � ¬®¦¥áâ¢¥ M ¥áâì ¤¢ 
¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå k + 1 í«¥¬¥â,
¯®íâ®¬ã ¢á¥£® ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ M ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 2k + 2 í«¥¬¥â , çâ® ¨
âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.
2. � ¯à¨¬¥à,  ¡®à â ª®©: 1, 10, 100, 2, 15, 94.
3. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  àï¤  ç¨á¥«: a0 = 22k , a1 = 22k+1 , a2 = 22k+2 , . . . ,
ai = 22k+i , . . . , ak = 222k ; b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4, . . . , bi = 2i, . . . ,
bk−1 = 2k−1, bk = 2k − 1. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 0, 1, 2, . . . , k −
1 á¯à ¢¥¤«¨¢®: ai ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã¤¢®¥ ï áã¬¬  ¢á¥å aj á ¬¥ìè¨¬¨
¨¤¥ªá ¬¨ ¨ ç¥¬ ¢á¥ bj .

� è¨¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ M ¡ã¤¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦ëå à §®áâ¥© ¨
áã¬¬ ¢¨¤  ti = ai− bi ¨ si = ai + bi ¯® ¢á¥¬ i = 0, 1, . . . , k. �®ª ¦¥¬, çâ®
íâ®â  ¡®à ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ § ¤ ç¨. �«ï  ç «  ¯à¨¢¥¤ñ¬ ¤¢ 
à §ëå  ¡®à  ¯® k + 1 ç¨á«ã, ¤ îé¨¥ ®¤¨ ª®¢ë¥ áã¬¬ë. �â®  ¡®àë
(a0+b0, a1+b1, . . . , ak−1+bk−1, ak−bk) ¨ (a0−b0, a1−b1, . . . , ak−1−bk−1,
ak + bk). �¥¯¥àì ¤®ª ¦¥¬, çâ®  ¡®à®¢ ¯® k ç¨á¥« á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨
¥â. �ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ®â ¯à®â¨¢®£®: ¯ãáâì ¥áâì ¤¢  â ª¨å  ¡®à  N ¨
K. �ãáâì ¢ ®¤®¬ ¨§ íâ¨å ¤¢ãå  ¡®à®¢ ãç áâ¢ã¥â ak,   ¢ ¤àã£®¬ | ¥â.
�®£¤  ®¤® â®«ìª® ak ¡®«ìè¥, ç¥¬ áã¬¬  ¢á¥å ®áâ «ìëå ç¨á¥« ®¡®¨å
 ¡®à®¢, ç¥£® ¥ ¡ë¢ ¥â. �®íâ®¬ã «¨¡® ¢ ®¡®¨å  ¡®à å ãç áâ¢ã¥â ak,
«¨¡® ¢ ®¡®¨å ¥ ãç áâ¢ã¥â.

�ãáâì ¢ ®¤®¬ ¨§ ¤¢ãå  ¡®à®¢ ãç áâ¢ã¥â ak−1,   ¢ ¤àã£®¬ ¥â. �®£¤ ,
¥á«¨ ¨§ íâ®£®  ¡®à  ¢ëª¨ãâì ak−1, â® à §®áâì ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï  ¡®à ¬¨
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¡ã¤¥â ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã¤¢®¥ ï áã¬¬  ¢á¥å a á ¬¥ìè¨¬, ç¥¬ k − 1
¨¤¥ªá®¬, ¯«îá áã¬¬  ¢á¥å b,   íâ®, ª ª ¬ë ã¦¥ § ¥¬, ¬¥ìè¥, ç¥¬
ak−1. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ ak−1 ¥ ¢ëª¨¤ë¢ âì, â® à §®áâì ¥ ¯®«ãç¨âáï
à ¢®© ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, «¨¡® ¢ ®¡®¨å  ¡®à å ãç áâ¢ã¥â ak−1,
«¨¡® ¢ ®¡®¨å ¥â. � â ª ¤ «¥¥, ¤® a0.

�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¢ëç¨â ¨¨ áã¬¬ë ®¤®£®  ¡®à  ¨§ áã¬¬ë
¤àã£®£® ¢á¥ ai á®ªà âïâáï. �®£¤  § ¬¥¨¬ ¢ ®¡®¨å  ¡®à å ti ¨ si  
bi, ¨ à §®áâì ¬¥¦¤ã áã¬¬ ¬¨ ç¨á¥«  ¡®à®¢ ¥ ¨§¬¥¨âáï. � ª ¦¤®¬
 ¡®à¥ ®áâ «®áì ¯® k ç¨á¥« ¨§ ¬®¦¥áâ¢  {b0, b1, . . . , bk} á ª ª¨¬¨-â®
§ ª ¬¨, ¯à¨çñ¬, ¥á«¨ ¢ ®¤®¬  ¡®à¥ ¥áâì bi á ¯«îá®¬, â® ¢ ¤àã£®¬
®® ¥áâì á ¬¨ãá®¬, ¨  ®¡®à®â: ¥á«¨ ¢ ®¤®¬ á ¬¨ãá®¬, â® ¢ ¤àã£®¬ á
¯«îá®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥¯¥àì áã¬¬ë  ¡®à®¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë,   â ª
ª ª ®¨ ¤®«¦ë ¡ëâì à ¢ë ¤àã£ ¤àã£ã, â® ®¨ ¤®«¦ë ¡ëâì à ¢ë
ã«î. �®á¬®âà¨¬   â®â  ¡®à, ¢ ª®â®à®¬ b á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ ¨¤¥ªá®¬
ãç áâ¢ã¥â á ¯«îá®¬. �á«¨ íâ® k − 1, â® áã¬¬  ®áâ «ìëå ç¨á¥« íâ®£®
 ¡®à  ¯® ¬®¤ã«î ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2k − 2, çâ® ¬¥ìè¥, ç¥¬ bk. �á«¨
¦¥ ¬ ªá¨¬ «ìë© ¨¤¥ªá | k − 1, â® áã¬¬  ®áâ «ìëå ç¨á¥«  ¡®à 
à ¢  2k−1 − 1, çâ® ¬¥ìè¥, ç¥¬ bk−1. � ¬¥ìè¥, ç¥¬ k − 1 ¬ ªá¨¬ «ì-
ë© ¨¤¥ªá ¡ëâì ¥ ¬®¦¥â, â ª ª ª ç¨á¥« ¢  ¡®à¥ k. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
áã¬¬  ç¨á¥« ¢ ®áâ ¢è¨åáï  ¡®à å ¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï à ¢®© ã«î,
å®âï ®¤  ¤®«¦  ¡ë«  ¡ëâì â ª®¢®© ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î. �®«ãç¨«¨
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¯®íâ®¬ã â ª¨å ¤¢ãå  ¡®à®¢ N ¨ K ¡ëâì ¥ ¬®¦¥â.
4. �ãáâì ¥áâì  è¥ ¬®¦¥áâ¢® M , ¢ ª®â®à®¬ ¥â à §«¨çëå  ¡®à®¢
¯® k ç¨á¥« á ®¤¨ ª®¢®© áã¬¬®©. �«ï  ç «  ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ ¨§ ¥£®
¢ë¤¥«¨âì 2k + 2 | í«¥¬¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®, â® ¢ íâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥
¥ ¡ã¤¥â ¤¢ãå ¯ à k+1 í«¥¬¥âëå  ¡®à®¢ ç¨á¥« á ®¤¨ ª®¢®© áã¬¬®©.

� áá¬®âà¨¬ íâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® N , ª®â®à®¥ à §¤¥«ï¥âáï   k+1 | í«¥-
¬¥âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨ ª ª T∪S ¨ ª ª U∪V . �®£¤ 
N à §¤¥«¨âáï   ç¥âëà¥ ¬®¦¥áâ¢ : A = T ∩U , B = T ∩V , C = S∩U ¨
D = S ∩V , ¯à¨çñ¬, ¨ ®¤® ¨§ ¨å ¥ ¯ãáâ®. �¡®§ ç¨¬ áã¬¬ë í«¥¬¥-
â®¢ ¬®¦¥áâ¢ A, B, C ¨ D §  a, b, c ¨ d á®®â¢¥âáâ¢¥®. �à¨çñ¬, ª ª ¬ë
§ ¥¬, a + b = c + d ¨ a + c = b + d. �ëç¨â ï ®¤® ¨§ ¤àã£®£®, ¯®«ãç¨¬,
çâ® b = c. �® ¥áâì, ¤¢  ¬®¦¥áâ¢  ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¨§ k í«¥¬¥â®¢ ¨¬¥îâ
à ¢ë¥ áã¬¬ë. �®¯®«¨¢ íâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ª ª¨¬¨-¨¡ã¤ì ®¤¨ ª®¢ë¬¨
í«¥¬¥â ¬¨ ¤®  ¡®à®¢ ¨§ k ç¨á¥«, ¯®«ãç¨¬ ¤¢   ¡®à  ¨§ k ç¨á¥« á
à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨, ç¥£® ¥ ¡ë¢ ¥â. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®¤¬®¦¥áâ¢® N
¥«ì§ï ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨ à §¤¥«¨âì   ¤¢  (k + 1)-í«¥¬¥âëå  ¡®à 
ç¨á¥« á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨.

�®£¤  ¬ë ¨§ ¬®¦¥áâ¢  ¢ë¤¥«ï¥¬ ¯ àã (k + 1)-í«¥¬¥âëå  ¡®à®¢
ç¨á¥« á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨, ®áâ ñâáï ®¤® ç¨á«®.

�ãáâì ¤«ï ª ª¨å-â® ¤¢ãå â ª¨å ¯ à ®áâ «®áì ®¤® ¨ â® ¦¥ ç¨á«®. �â®
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®§ ç ¥â, çâ® ¬ë ®¤® ¨ â® ¦¥ 2k + 2 | í«¥¬¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¬®-
¦¥áâ¢  ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨ à §¤¥«¨«¨   ¤¢  k + 1 | í«¥¬¥âëå  ¡®à 
á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨,   íâ®, ª ª ¬ë ã¦¥ § ¥¬, ¥¢®§¬®¦®. �®íâ®¬ã
ª ¦¤®© â ª®© ¯ à¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥®¥ ®áâ ¢è¥¥áï ç¨á«®. � â ª
ª ª ç¨á¥« ¢á¥£® 2k+3, â® ¨ â ª¨å ¯ à ¬®¦¥â ¡ëâì ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2k+3.
�¥¯¥àì ¯à®¤¥« ¥¬ á í«¥¬¥â ¬¨  è¥£® ¬®¦¥áâ¢  ¥ª®â®àë¥ ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨ï, ª®â®àë¥ ¯¥à¥¢¥¤ãâ à ¢ë¥ áã¬¬ë k ¨ k + 1 ¥£® í«¥¬¥â®¢ ¢
à ¢ë¥,   à §«¨çë¥ | ¢ à §«¨çë¥. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¢®§ì¬ñ¬ á ¬®¥
¬ «¥ìª®¥ ç¨á«® ¨ ¢ëçâ¥¬ ¥£® ¨§ ¢á¥å ç¨á¥«. �¥¯¥àì ®¤® ç¨á«® à ¢®
ã«î,   ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë. �®á«¥ ç¥£®, ¥á«¨ ¢  ¡®à¥ ¡ã¤¥â
¥çñâë¥ ç¨á« , â® ®áâ ¢¨¬ ¥£® ¢ ¯®ª®¥. �á«¨ ¦¥ ¢á¥ ç¨á«  ®ª § «¨áì
çñâë¬¨, â® ¯®¤¥«¨¬ ¨å ¢á¥å   2. �á«¨ ¥çñâëå ç¨á¥« ¥ ¯®ï¢¨«®áì,
â® á®¢  ¯®¤¥«¨¬   2. � â ª ¤ «¥¥, ¯®ª  ¥ ¯®ï¢ïâáï ¥çñâë¥ ç¨á« .
�. ª. á ®¤®© áâ®à®ë, ¬ë ¢á¥£¤  ¤¥«¨¬   ¤¢  çñâë¥ ç¨á« , ¨ ®â ¤¥-
«¥¨ï ¯®«ãç îâáï  âãà «ìë¥, â® ç¨á«  ¡ã¤ãâ ¯®áâ®ï® ®áâ ¢ âìáï
 âãà «ìë¬¨. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ®â ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®£® ç¨á«  ¤¥-
«¥¨©   2 «î¡®¥ ç¨á«® áâ ¥â ¬¥ìè¥ ¥¤¨¨æë. �®íâ®¬ã ¢ ª ª®©-â®
¬®¬¥â ¬ë ®áâ ®¢¨¬áï, ¨ ¢ íâ®â ¬®¬¥â ã  á ¡ã¤ãâ ¥çñâë¥ ç¨á« .

�ãáâì ã  á ¥áâì 2k + 3 ¯ àë  ¡®à®¢ ¯® k + 1 á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨.
�®£¤ , ª ª®¥ ¡ë ¬ë ¥ ¢ëª¨ã«¨ ç¨á«®, ¢áñ ®áâ «ì®¥ ¬®¦® ¡ã¤¥â
à §¡¨âì   ¤¢   ¡®à  á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯®á«¥
¢ëª¨¤ë¢ ¨ï «î¡®£® ç¨á«  áã¬¬  ®áâ «ìëå ¡ã¤¥â çñâ®©. �® â ª ª ª
®¡é ï áã¬  2k + 3 ç¨á¥« ¨¬¥¥â ä¨ªá¨à®¢ ãî çñâ®áâì, â® ¢á¥ ç¨á« 
¢® ¬®¦¥áâ¢¥ M ®¤®© çñâ®áâ¨. �® â ¬ ¥áâì ã«ì ¨ ¥áâì å®âï ¡ë
®¤® ¥çñâ®¥ ç¨á«®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ íâ¨ ç¨á«  ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤®©
çñâ®áâ¨.

�¥¯¥àì, ¯ãáâì ¥áâì å®âï ¡ë 2k+2 â ª¨å ¯ à. �®£¤  ¥áâì å®âï ¡ë 2k+2
ç¨á«  ®¤®© çñâ®áâ¨, ¯à¨ ¢ëª¨¤ë¢ ¨¨ ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå áã¬¬ 
®áâ «ìëå áâ ®¢¨âáï çñâ®©. �ãáâì ¢á¥ íâ¨ ç¨á«  çñâë¥. �®£¤  â ¬
¥áâì à®¢® ®¤® ¥çñâ®¥ ç¨á«®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡é ï áã¬¬  ¥çñâ ,
¨ ¯à¨ ¢ëª¨¤ë¢ ¨¨ çñâ®£® ç¨á«  áã¬¬  ®áâ «ìëå â®¦¥ ¡ã¤¥â ¥çñâ-
®©,   ¤®«¦  ¡ë«  ¡ëâì çñâ®©. �á«¨ ¦¥ ¢á¥ íâ¨ 2k+2 ç¨á«  ¥çñâë,
â® ®áâ ¢è¥¥áï ç¨á«® çñâ®, ¨ ®¡é ï áã¬¬  çñâ . �®íâ®¬ã ¯à¨ ¢ëª¨¤ë-
¢ ¨¨ ®¤®£® ¥çñâ®£® ç¨á«  áã¬¬  ®áâ «ìëå ç¨á¥« ¡ã¤¥â ¥çñâ®©.
�®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ¯®íâ®¬ã ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ M ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2k + 1
¯ à   ¡®à®¢ ¨§ (k +1)-£® ç¨á«  á à ¢ë¬¨ áã¬¬ ¬¨, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì
¤®ª § âì.

�î¦¥â 3
�ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¯àï¬ãî, ¯à®å®¤ïéãî ç¥à¥§ â®çª¨ X ¨ Y , ª ª

(XY ), ¨ § ¯¨áë¢ âì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ \â®çª  Z «¥¦¨â   ¯àï¬®© (XY )"
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ª ª Z ∈ (XY ). �¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå ¯àï¬ëå (XY ) ¨ (UV ) ¢ â®çª¥ W
¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì W = (XY ) ∩ (UV ).

B
C

Q

A

R

D
P

1. �® ãá«®¢¨î áî¦¥â  R ∈ (AC) ¨ Q ∈ (BC); ®âªã¤  á«¥-
¤ã¥â, çâ® C ∈ (AR) ¨ C ∈ (BQ), ¯®íâ®¬ã â®çª 
C = (AR) ∩ (BQ). � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®çªã C
¬®¦® ¢®ááâ ®¢¨âì ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à -
§®¬.

� «®£¨ç®, R ∈ (BD) ¨ Q ∈ (AD), ®âªã¤  D ∈ (BR)
¨ D ∈ (AQ), ¨ ¯®«ãç ¥¬ D = (BR) ∩ (AQ).

�®çª  P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ãá«®¢¨î ¨§ ¯®«®¦¥¨ï â®ç¥ª A,
B, C, D ®¤®§ ç®.
2. � ¬¥â¨¬, çâ® à¥è¥¨¥ íâ®£® ¯ãªâ  á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢  £®à §¤® ¡®«¥¥ á¨«ì®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  3,  ¯¨á ®£® ¨¦¥.
�¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯à¨¢¥¤ñ¬ ®¤ã ¥á«®¦ãî ª®áâàãªæ¨î, ®â¢¥ç îéãî ¢
â®ç®áâ¨   ¢®¯à®á íâ®£® ¯ãªâ  áî¦¥â .

D

C

BQ

R

P
A

�®§ì¬ñ¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ â®çª¨ A æ¥âà ¢¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨
âà¥ã£®«ì¨ª  PQR,   ¢ ª ç¥áâ¢¥ â®ç¥ª B, C ¨ D | æ¥âàë
âàñå ¢¥¢¯¨á ëå ®ªàã¦®áâ¥©. �®áª®«ìªã æ¥âà
¢¥¢¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨ «¥¦¨â   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¡¨á-
á¥ªâà¨á ¤¢ãå ¢¥è¨å ã£«®¢ âà¥ã£®«ì¨ª  ¨ ¯à®¤®«¦¥-
¨ï ®¤®© ¢ãâà¥¥©, â® âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ ãá«®¢¨¨ ¢§ ¨¬®¥
à á¯®«®¦¥¨¥ â®ç¥ª ¨ ¯àï¬ëå, ¨å á®¥¤¨ïîé¨å, ¢ë¯®«¥®.
3. �ãáâì K | á¥à¥¤¨  ¬¥¤¨ ë RM . �®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï
«î¡®£® ¯®«®¦¥¨ï â®çª¨ A ¢ãâà¨ ®âà¥§ª  RK áãé¥áâ¢ã¥â
¢ë¯ãª«ë© ç¥âëàñåã£®«ì¨ª ABCD,   ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¥¨ï
â®çª¨ A ¢ãâà¨ ®âà¥§ª  MK áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ë¯ãª«ë© ç¥âë-
àñåã£®«ì¨ª ABCD.

M

C

QP

BD R

K
A

� áá¬®âà¨¬ â®çªã A ¢ãâà¨ ®âà¥§ª  RK. �à®¢¥¤¥¬ ¯àï-
¬ãî a‖(PQ) ç¥à¥§ â®çªã R. �à®¤®«¦¨¬ ¯àï¬ë¥ (PA)
¨ (QA) ¤® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á ¯àï¬®© a, ¨ ¯®«®¦¨¬ B =
a∩(PA), D = a∩(QA). �®áª®«ìªã PM = MQ (¯® ãá«®-
¢¨î) ¨ a‖(PQ) (¯® ¯®áâà®¥¨î), â® ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¯à®-
¯®àæ¨® «ìëå ®âà¥§ª å ¯®«ãç ¥¬, çâ® BR = RD.
� ª ª ª AR < AM , â® DB < PQ. � áá¬®âà¨¬
âà ¯¥æ¨î PQBD; ¢ ¥© A | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï
¤¨ £® «¥©,   M ¨ R | á¥à¥¤¨ë ®á®¢ ¨©.
�ñ ®á®¢ ¨ï ¥ à ¢ë ¤àã£ ¤àã£ã, ¯®íâ®-
¬ã ¯àï¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ ¡®ª®¢ë¥ áâ®à®ë,
¯¥à¥á¥ª îâáï. �§ èª®«ì®£® ªãàá  ¯« -
¨¬¥âà¨¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® á¥à¥¤¨ë ®á®-
¢ ¨© âà ¯¥æ¨¨, â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤¨ £® «¥© ¨ â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¡®-
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ª®¢ëå áâ®à® «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©, â¥¬ á ¬ë¬ ¯àï¬ë¥ (PD) ¨ (BQ)
¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥, «¥¦ é¥©   ¯àï¬®© (AR), ¨ íâ® ¡ã¤¥â â®çª®© C.
�®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯à®¤®«¦¥¨© ¡®ª®¢ëå áâ®à® âà ¯¥æ¨¨ «¥¦¨â ¯® âã
¦¥ áâ®à®ã ®â ¡�®«ìè¥£® ®á®¢ ¨ï, çâ® ¨ ¬�¥ìè¥¥ ®á®¢ ¨¥, ¯®íâ®¬ã
¯®áâà®¥ ï â®çª  C ¡ã¤¥â «¥¦ âì   ¯à®¤®«¦¥¨¨ ¯àï¬®© (AR) § 
â®çªã R, ¨ ç¥âëàñåã£®«ì¨ª ABCD ¯®«ãç ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬.

�«ï â®çª¨ A   ¤àã£®© ¯®«®¢¨¥ MK ¬¥¤¨ ë RM áâà®¨¬ âã ¦¥
á ¬ãî ª®áâàãªæ¨î. � ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ á«ãç ¥, ¯®«ãç ¥âáï âà ¯¥-
æ¨ï, ¢ ª®â®à®© ®á®¢ ¨ï ¥ à ¢ë ¤àã£ ¤àã£ã, â®«ìª® BD áâ ®¢¨âáï
¡�®«ìè¨¬ ®á®¢ ¨¥¬,   PQ | ¬�¥ìè¨¬, ¨ C | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯à®-
¤®«¦¥¨© ¡®ª®¢ëå áâ®à® âà ¯¥æ¨¨ | ®ª §ë¢ ¥âáï   ¯à®¤®«¦¥¨¨
¯àï¬®© RM §  â®çªã M , ®âªã¤  ¢¨¤®, çâ® â®çª¨ C ¨ D «¥¦ â ¯®
à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¯àï¬®© (AB), â® ¥áâì ç¥âëàñåã£®«ì¨ª ABCD |
¥¢ë¯ãª«ë©.
4. � ¬ ¤ ë ¯®«®¦¥¨ï â®ç¥ª A, P , Q, R. �ë § ¥¬, çâ® â®çª¨ B, C,
D ¤®«¦ë «¥¦ âì   ¯àï¬ëå (AP ), (AR), (AQ) á®®â¢¥âáâ¢¥®. �à®¬¥
â®£®, ®¨ ¤®«¦ë ¡ëâì ¢ë¡à ë   íâ¨å ¯àï¬ëå â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë
P ∈ (CD), Q ∈ (BC), R ∈ (BD).

�«  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ : ¢®§ì¬ñ¬ ¯à®¨§¢®«ì® â®çªã C   ¯àï¬®© (AR),
¯®á«¥ íâ®£®  ©¤¥¬ ¯®«®¦¥¨ï â®ç¥ª B ¨ D, ¯®â®¬ ¨áá«¥¤ã¥¬ ãá«®¢¨¥
R ∈ (BD), ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯®«®¦¥¨¥ C ¬®¦® ¢ë¡à âì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬
®¤¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë íâ® ãá«®¢¨¥ ¡ë«® ¢ë¯®«¥®.

�ë¡¥à¥¬ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:  ç «®¬ ¡ã¤¥â â®ç-
ª  A,   ¡ §¨áë¬ ¢¥ªâ®à ¬¨ | p = −→

AP ¨ q = −→
AQ. �ãáâì ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥−→

AR = kp + lq. �¨á«  k ¨ l | ¯® áãâ¨ ¯ à ¬¥âàë, § ¤ îé¨¥ ¯®«®¦¥¨¥
â®çª¨ A ®â®á¨â¥«ì® P , Q ¨ R.

�®çª  B ¤®«¦  «¥¦ âì   ¯àï¬®© AP , ¯®íâ®¬ã −→AB = bp, £¤¥ b |
¥ª®â®à®¥ ¥ à ¢®¥ ã«î ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«®, ¨   «®£¨ç® −→AD = dq,−→
AC = tkp + tlq. �¨á«® t ®¤®§ ç® § ¤ ñâ ¯®«®¦¥¨¥ â®çª¨ C.

�ëà §¨¬ á¯¥à¢  ç¨á«  b ¨ d ç¥à¥§ ç¨á«® t.
−→
QC = −→

AC −−→AQ = tkp + tlq − q = tkp + (tl − 1)q
−→
QB = −→

AB −−→AQ = bp− q

. −→
QC‖−→QB ⇐⇒ tk

b
= tl − 1

−1
®âªã¤  b = tk

1−tl .
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ § ç¥¨¨ t íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ¥ ®¯à¥¤¥«¥®,

íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ ¯®«®¦¥¨¨ â®çª¨ C ¯®áâà®-
¨âì ¯®¤å®¤ïéãî â®çªã B ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª ¯àï¬ë¥ (CQ) ¨ (AP )
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®ª §ë¢ îâáï ¯ à ««¥«ìë. �â® ¥ ¬¥è ¥â à¥è¥¨î § ¤ ç¨, ¯®áª®«ìªã
 ¬ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ¯®áâà®¥¨ï, ¨
¬ë ¬®¦¥¬ ¤¥« âì ¢á¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨,
çâ® ¯®áâà®¥¨¥ ¢®§¬®¦® ¨ çâ® ¢á¥ ¯®«ãç îé¨¥áï ä®à¬ã«ë ®¯à¥¤¥«¥-
ë.

� «®£¨ç® «¥£ª® ¯®«ãç¨âì d = tl
1−tk .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, −→AB = tk
1−tlp, −→AD = tl

1−tk q.
�áá«¥¤ã¥¬ ãá«®¢¨¥ R ∈ (BD) ⇐⇒ −→

BR‖−→DR:

−→
BR = −→

AR−−→AB = k

(
1− t

1− tl

)
p + lq

−→
DR = −→

AR−−→AD = kp + l

(
1− t

1− tk

)
q

−→
BR‖−→DR ⇐⇒

(
1− t

1− tl

)
: 1 = 1 :

(
1− t

1− tk

)

�§ ¯®á«¥¤¥© ¯à®¯®àæ¨¨ á«¥¤ã¥â ãà ¢¥¨¥

t

1− tl
+ t

1− tk
= t2

(1− tl)(1− tk)

�®áª®«ìªã t 6= 0 ¨§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥¨©, íâ® ãà ¢¥¨¥ á¢®-
¤¨âáï ª «¨¥©®¬ã ãà ¢¥¨î ®â®á¨â¥«ì® t. � ª å®à®è® ¨§¢¥áâ®,
«¨¥©®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® à¥è¥¨ï, â¥¬ á ¬ë¬ áãé¥-
áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ¯®«®¦¥¨ï â®çª¨ C   ¯àï¬®© (AR), ¯à¨ ª®â®à®¬
¤ «ì¥©è¥¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨î § ¤ ç¨.
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Решения второго (очного) тура

Решения задач 5 класса

1. �®¦®, á¬. à¨áã®ª.

2. � ª ¦¤®£® ¬ «ëè  ¨¬¥¥âáï ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¡ãª¢ë �
¯® ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. �®áª®«ìªã ¢ á«®¢¥ ���� ¨á¯®«ì§®-
¢ ë ¤¢¥ �, § ç¨â, ã ª ¦¤®£® à®¢® ¯® ®¤®© ª àâ®çª¥
á ¡ãª¢®© �. �®ç® â ª¦¥ § ª«îç ¥¬, çâ® ã ¨å ¥áâì à®¢-
® ¯® ®¤®© ª àâ®çª¥ á ¡ãª¢®© � ¨ á ¡ãª¢®© �. �à®¬¥ íâ¨å ª àâ®ç¥ª
¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ë ¥é¥ 3 | á ¡ãª¢ ¬¨ �, �, �. �®¤¥«¨âì íâ¨ âà¨ ª à-
â®çª¨ ¯®à®¢ã ¬¥¦¤ã ¬ «ëè ¬¨ ¨ª ª ¥«ì§ï,   ¯® ãá«®¢¨î ã ¨å ¡ë«®
¯®à®¢ã ª àâ®ç¥ª (¨ ¯®¢â®à¨¢è¨¥áï ª àâ®çª¨ ¬ë ã¦¥ ãç«¨). � ç¨â,
ª ª ï-â® ª àâ®çª  ®áâ « áì ¥¨á¯®«ì§®¢ ®©.
3. �â¢¥â: 892.

�ã¬¬  ¤¢ãå ç¨á¥«   á¨¨å ª àâ®çª å à ¢  91. �¤® ¨§ íâ¨å ç¨á¥«
®¤®§ ç®¥, § ç¨â, ¢â®à®¥ ¨§ íâ¨å ç¨á¥« (®¡à §®¢ ®¥ ¢á¥¬¨ ç¨á« -
¬¨, ªà®¬¥ ¯®á«¥¤¥© æ¨äàë) ¥ ¬¥ìè¥ 81 ¨ ¥ ¡®«ìè¥ 91,   ¨áå®¤®¥
ç¨á«® âà¥å§ ç®¥. �á«¨ ¡ë ¥£® ¢â®à ï æ¨äà  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«  8, â®
ç¨á«®, ®¡à §®¢ ®¥ ¯®á«¥¤¨¬¨ ¤¢ã¬ï æ¨äà ¬¨, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«® ¡ë
89. �®£¤  ¥£® áã¬¬  á ¯¥à¢®© æ¨äà®© ¡ë«  ¡ë ¬¥ìè¥ 100, çâ® ¯à®-
â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢â®à ï æ¨äà  | 9, § ç¨â, ç¨á«®,
®¡à §®¢ ®¥ ¯¥à¢ë¬¨ ¤¢ã¬ï æ¨äà ¬¨, | 89, ¨ â®£¤  âà¥âìï æ¨äà 
à ¢  91-89=2.
4. � §®¡ìñ¬  è¨ ¤¥à¥¢ìï   ¯ àë | 1 ¨ 101, 2 ¨ 102,..., 100 ¨ 200. �®
ãá«®¢¨î ¢á¥ ¤¥à¥¢ìï, ªà®¬¥ ¡ ®¡ ¡®¢, à áâãâ ç¥à¥§ 99, â® ¥áâì § ¨¬ -
îâ à®¢® ®¤ã ¨§ ¢ë¤¥«¥ëå ¯ à. � ª¨¬ ®¡à §®¬ ¢á¥ ¤¥à¥¢ìï, ªà®¬¥
¡ ®¡ ¡®¢, § ¨¬ îâ 99 ¯ à. � ç¨â, ¡ ®¡ ¡ë § ¨¬ îâ ¤¢  ®áâ ¢è¨åáï
¬¥áâ , â® ¥áâì ®áâ ¢èãîáï ¯ àã.
5. �â¢¥â: �¥â, áå¢ âª  ¥ ¬®£«  ¯à®¤®«¦ âìáï à®¢® á¥¬ì ¥¤¥«ì, â.¥.
49 ¤¥©.

�á«¨ ¢ å®¤¥ áå¢ âª¨ �¢ -� à¥¢¨ç ®âàã¡¨« ®¡ëçë¬ ¬¥ç®¬ ç¥âëà¥
¨«¨ ¡®«¥¥ ¡®«ìè¨å £®«®¢, â® §  ¢à¥¬ï áå¢ âª¨ ã �¬¥ï ¢ëà®á«® ¡ë ¥
¬¥¥¥ 3×4 = 12 ¬ «¥ìª¨å £®«®¢. �®£¤  �¢ -� à¥¢¨ç áàã¡ ¥â ¬ «¥ì-
ªãî £®«®¢ã, ¯®ï¢«ï¥âáï 3 ¡®«ìè¨å, § ç¨â, ¢ å®¤¥ áå¢ âª¨ ¯®ï¢¨«®áì ¥
¬¥¥¥ 3× 12 = 36 ¡®«ìè¨å £®«®¢. �â ª,¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ã �¬¥ï ¢ëà áâ ¥â
¥ ¬¥¥¥ 36 + 12 = 48 £®«®¢, ¨ ¥é¥ 7 £®«®¢ ã ¥£® ¡ë«® ¢ ç «¥. �®£¤ 
� à¥¢¨çã ¤«ï ¯®¡¥¤ë ¯®âà¥¡®¢ «®áì ¡ë ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 48 + 7 = 55
¤¥©.
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�á«¨ ¦¥ ¢ å®¤¥ áå¢ âª¨ �¢ -� à¥¢¨ç ®âàã¡¨« ¢á¥£® ®¡ëçë¬ ¬¥ç®¬
âà¨ ¨«¨ ¬¥¥¥ £®«®¢, â® §  ¢à¥¬ï áå¢ âª¨ ã �¬¥ï ¢ëà®á«® ¥ ¡®«¥¥
3× 3 = 9 ¬ «¥ìª¨å £®«®¢,   § ç¨â ¥ ¡®«¥¥ 3× 9 = 27 ®¢ëå ¡®«ìè¨å
£®«®¢ (â ª ª ª ®¨ ¢®§¨ª îâ â®«ìª® ¯à¨ áàã¡ ¨¨ ¬ «¥ìª¨å). �â®£®
¬ ªá¨¬ã¬ 9 + 27 = 36 ®¢ëå £®«®¢, ¯«îá 7 ¯¥à¢® ç «ìëå. �®£¤ 
áå¢ âª  § ¢¥àè¨« áì ¡ë, á ¬®¥ ¡®«ìè¥¥, §  36 + 7 = 43 ¤ï.

6. � §®¢¥¬ ¤¢¥ ª¢ àâ¨àë (¨ ¦¨«ìæ®¢ ¢ ¨å) ¯ àë¬¨ , ¥á«¨ ¯à¨ ¯¥à¥-
¥§¤¥ íâ¨ ¦¨«ìæë ¯à®áâ® ®¡¬¥ï«¨áì ª¢ àâ¨à ¬¨ (  ª¢ àâ¨àë | ¦¨«ì-
æ ¬¨) ¤àã£ á ¤àã£®¬. �®áª®«ìªã 533 | ç¨á«® ¥ç¥â®¥, ¢á¥ ª¢ àâ¨àë
¥ ¬®£«¨ à §¡¨âìáï   ¯ àë, § ç¨â ¥áâì ¥¯ àë¥ ª¢ àâ¨àë.

� áá¬®âà¨¬ á ¬ãî ¨¦îî ¨§ ¥¯ àëå ª¢ àâ¨à. �¥ ¢« ¤¥«¥æ |
 §®¢¥¬ ¥£® �¨¬®ä¥© | ¯¥à¥¥å «   ®¤¨ ¨«¨ ¤¢  íâ ¦  ¢¢¥àå (â ª ª ª
â  ª¢ àâ¨à , ¢ ª®â®àãî ® ¯¥à¥¥å «, â ª¦¥ ¥¯ à ï).

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® �¨¬®ä¥© ¯¥à¥¥å «   2 íâ ¦  ¢¢¥àå. � ¥£® ª¢ à-
â¨àã ¥ ¬®£ ¯¥à¥¥å âì ¨ ¦¨«¥æ á¨§ã (¢á¥ ¦¨«ìæë á¨§ã à §¡¨¢ îâáï
  ¯ àë), ¨ ç¥«®¢¥ª, ¦¨¢è¨© ¤¢ã¬ï íâ ¦ ¬¨ á¢¥àåã (¢¥¤ì ®¨ ¥ ®¡-
à §ãîâ ¯ àã). �á«¨ ¦¥ ¢ ª¢ àâ¨àã ¢ê¥å « ¦¨«¥æ á® á«¥¤ãîé¥£® íâ ¦ ,
â® ®¨ ¨ ¥áâì ¡ë¢è¨¥ á®á¥¤¨, â¥¯¥àì ¦¨¢ãé¨¥ ç¥à¥§ íâ ¦.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® �¨¬®ä¥© ¯¥à¥¥å «   ®¤¨ íâ ¦ ¢¢¥àå. � ¥£®
ª¢ àâ¨àã ¥ ¬®£ ¯¥à¥¥å âì ¨ ¦¨«¥æ á¨§ã (¢á¥ ¦¨«ìæë á¨§ã à ¡¨-
¢ îâáï   ¯ àë), ¨ ç¥«®¢¥ª, ¦¨¢è¨© íâ ¦®¬ á¢¥àåã (¢¥¤ì ®¨ ¥ ®¡-
à §ãîâ ¯ àã). � ç¨â ¢ íâã ª¢ àâ¨àã ¯à¨¡ë« ç¥«®¢¥ª, ¦¨¢è¨© ¤¢ã¬ï
íâ ¦ ¬¨ ¢ëè¥ | ¯ãáâì íâ® ¡ã¤¥â ¤¥¢ãèª  � .

�¥«®¢¥ª, ¦¨¢è¨© ¢ ç «¥  ¤ �¨¬®ä¥¥¬, ¬®£ ¯¥à¥¥å âì   ¤¢  íâ ¦ 
¢¢¥àå ¨«¨ ¢¨§ | ® â®£¤  ®¨ á �¨¬®ä¥¥¬ ¨ ¥áâì ¡ë¢è¨¥ á®á¥¤¨, â¥¯¥àì
¦¨¢ãé¨¥ ç¥à¥§ íâ ¦, «¨¡® ¯®¤ïâìáï   íâ ¦ ¢¢¥àå (¢¨§ã ã¦¥ ¦¨¢¥â
� ). � íâ®¬ ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥, ®¨ á �®© | ¡ë¢è¨¥ á®á¥¤¨, â¥¯¥àì
¦¨¢ãé¨¥ ç¥à¥§ íâ ¦.

7. �â¢¥â: �à¨ k = 8. �¯¨è¥¬, ª ª ¯à¨ â ª®¬ k á¤¥« âì à §¬¥âªã
¯¨à®£ , ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨ï¬ § ¤ ç¨.

� §®¡ì¥¬ ¢¥áì ¯¨à®£   ¡®«ìè¨¥ ª¢ ¤à âë 3 × 3 (íâ® ¢®§¬®¦®, â ª
ª ª 30 ¤¥«¨âáï   3). �®«ãç¨¢èãîáï \¤®áªã" ¨§ áâ  ª¢ ¤à â®¢ 3 × 3
à áªà á¨¬ ¢ è å¬ â®¬ ¯®àï¤ª¥ ¢ ç¥àë© ¨ ¡¥«ë© æ¢¥â . �¥¯¥àì ª ¦-
¤ë© ç¥àë© ª¢ ¤à â 3× 3 à §¤¥«¨¬   ¢¥àâ¨ª «ìë¥ ¤®«ìª¨ 1× 3,    
ª ¦¤ë© ¡¥«ë© ª¢ ¤à â 3× 3 |   £®à¨§®â «ìë¥ ¤®«ìª¨ 1× 3. �¥£ª®
¢¨¤¥âì, çâ® «î¡ ï £®à¨§®â «ì ï ¯®«®áª  ¨§ 8 ª«¥â®ª ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ¯®
âà¥¬ ª«¥âª ¬ á ¤¢ã¬ï á®á¥¤¨¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨  è¥© ç¥à®-¡¥«®© á¥âª¨.
�®áª®«ìªã ®¤¨ ¨§ ¨å à §¡¨â   £®à¨§®â «ìë¥ ¤®«ìª¨, â® ®¤  ¨§
¨å æ¥«¨ª®¬ «¥¦¨â ¢  è¥© ¯®«®áª¥. �® ¦¥ á ¬®¥ ¢¥à® ¨ ¤«ï ¢¥àâ¨-
ª «ìëå 8-ª«¥â®çëå ¯®«®á®ª.
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�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì,çâ® ¯à¨ k = 7 à §¬¥â¨âì ¤®áªã âà¥¡ã¥¬ë¬ ®¡à §®¬
¥«ì§ï (  â®£¤ , à §ã¬¥¥âáï, íâ®£® ¥«ì§ï á¤¥« âì ¨ ¯à¨ k < 7).

�¥à¢ë© ¢ à¨ â ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
� áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â 17× 17. �á®, çâ® ¥á«¨ ¡ë ¡ë«® ¢®§¬®¦® à §-

¬¥â¨âì ª¢ ¤à â á® áâ®à®®© 30, â® ¬®¦® ¡ë«® ¡ë ¨ á® áâ®à®®© 17.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®  ¬ ã¤ «®áì â ª à §¬¥â¨âì, ¨ ¯à¨¤¥¬ ª ¯à®â¨¢®à¥-
ç¨î.

�®á¬®âà¨¬   ¢¥àâ¨ª «ìë© áâ®«¡¥æ 1× 17 ¨  ªà®¥¬ ¥£® âà¥¬ï ¯®-
«®áª ¬¨ 1×7: ¯¥à¢ãî ¯®«®¦¨¬   ª«¥âª¨ á 1 ¯® 7, ¢â®àãî |   ª«¥âª¨
á 6 ¯® 12, ¨ âà¥âìî |   ª«¥âª¨ á 11 ¯® 17. �¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¨§ íâ¨å ¯®-
«®á®ª ¥ ¯¥à¥ªàë¢ îâáï ¯® âàñ¬ ª«¥âª ¬, ¨ ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© ¨§ ¨å ¥áâì
à §¬¥ç¥ ï ¤®«ìª  1× 3, â® íâ¨ ¤®«ìª¨ à §ë¥. �¥¬ á ¬ë¬, ¢ ª ¦¤®©
¢¥àâ¨ª «ì®© ¯®«®áª¥ 1× 17 ¥áâì å®âï ¡ë âà¨ à §¬¥ç¥ëå ¢¥àâ¨ª «ì-
ëå ¤®«ìª¨.

�®áç¨â ¥¬, áª®«ìª® ª«¥â®ª ¢® ¢á¥å à §¬¥ç¥ëå ¢¥àâ¨ª «ìëå ¤®«ì-
ª å ¢  è¥¬ ª¢ ¤à â¥ 17× 17. �á¥£® 17 áâ®«¡æ®¢, ¢ ª ¦¤®¬ ¥ ¬¥ìè¥
âà¥å ¤®«¥ª, ¢ ª ¦¤®© ¤®«ìª¥ 3 ª«¥âª¨, â® ¥áâì ¢á¥£® ¥ ¬¥¥¥ 9 · 17
ª«¥â®ª.

�® á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®, à áá¬ âà¨¢ ï áâà®çª¨ ¢¬¥áâ® áâ®«¡æ®¢,
¬®¦® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¢ £®à¨§®â «ìëå ¤®«ìª å ¢  è¥¬ ª¢ ¤à â¥ 17×
17 â®¦¥ ¥ ¬¥¥¥ 9·17 ª«¥â®ª. �®áª®«ìªã ¨ª ª ï ª«¥âª  ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
®¤®¢à¥¬¥® ¨ ¢ ¢¥àâ¨ª «ì®© ¨ ¢ £®à¨§®â «ì®© ¤®«ìª å, â® ¢á¥£®
ª«¥â®ª ¯®«ãç ¥âáï ¥ ¬¥¥¥ 2 · 9 · 17, ® íâ® ¡®«ìè¥ ç¥¬ ¢á¥£® ª«¥â®ª ¢
ª¢ ¤à â¥ 17×17. � ç¨â, à §¬¥â¨âì ª¢ ¤à â á® áâ®à®®© 17 â ª, çâ®¡ ¢
«î¡®© ¯®«®áª¥ 1×7 ¡ë«  å®âï ¡ë ®¤  æ¥« ï ¤®«ìª  1×3, ¥¢®§¬®¦®.

�â®à®© ¢ à¨ â ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®  ¬ íâ® ¢á¥-â ª¨ ã¤ «®áì. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì-

ãî £®à¨§®â «ìãî ¯®«®á®çªã ¨§ 7 ª«¥â®ª \£«ã¡®ª® ¢ãâà¨ ¤®áª¨"
( ¯à¨¬¥à â ª, çâ®¡ë ¥¥ æ¥âà «ì ï ª«¥âª   å®¤¨« áì   ¯¥à¥á¥ç¥-
¨¨ 15 áâà®ª¨ ¨ 15 áâ®«¡æ ). �  ¤®«¦  á®¤¥à¤ âì £®à¨§®â «ìãî
¤®«ìªã 1× 3. � §®¢¥¬ íâã ¤®«ìªã ¨¬¥¥¬ �®«ì.

� áá¬®â¨¬ âà¨ ¢¥àâ¨ª «ìëå ¯®«®áª¨ 1×7, æ¥âà «ìë¥ ª«¥âª¨ ª®â®-
àëå ®¡à §ãîâ �®«ì. � ¦¤ ï ¨§ íâ¨å ¯®«®á®ª ¤®«¦  á®¤¥à¦ âì æ¥«ãî
¤®«ìªã 1× 3 | «¥¦ éãî «¨¡® ¯àï¬®  ¤ �®«ì, «¨¡® ¯àï¬® ¯®¤ �®«ì.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤¢¥ ¨§ íâ¨å ¤®«¥ª «¥¦ â ¯àï¬® ¯®¤ �®«ì (¢â®à®©
á«ãç © à §¡¨à ¥âáï â®ç® â ª ¦¥). � §®¢¥¬ íâ¨ ¢¥àâ¨ª «ìë¥ ¤®«ìª¨
�¨«ì ¨ � «ì.

�ãáâì ¬¥¦¤ã �¨«ì ¨ � «ì ¥áâì á¢®¡®¤ë¥ ª«¥â®çª¨. �®£¤  «î¡ ï
£®à¨§®â «ì ï 7-ª«¥â®ç ï ¯®«®áª , æ¥âà ª®â®à®© | ®¤  ¨§ íâ¨å
(âàñå) ª«¥â®ç¥ª, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ¨ ®¤®© æ¥«®© ¤®«ìª¨
(á ®¡®¨å ª®æ®¢ ®áâ «®áì «¨èì ¯® ¤¢¥ á¢®¡®¤ëå ª«¥â®çª¨). � ª®£® ¥
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¬®¦¥â ¡ëâì, ¯®íâ®¬ã �¨«ì ¨ � «ì ¯à¨¬ëª îâ ¤àã£ ª ¤àã£ã áâ®à® ¬¨.
�®á¬®âà¨¬ â¥¯¥àì   âà¨ £®à¨§®â «ìë¥ 7-ª«¥â®çë¥ ¯®«®á®çª¨, ã

ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå ¤¢¥ ª«¥â®çª¨ «¥¦ â   �¨«ì ¨ � «ì, ¤¢¥ á«¥¢  ®â
�¨«ì ¨ � «ì, âà¨ | á¯à ¢  ®â �¨«ì ¨ � «ì. � ¦¤ ï ¨§ ¨å ¤®«¦-
  á®¤¥à¦ âì ¤®«ìªã, ® íâ® ¬®¦¥â ¡ëâì â®«ìª® ¤®«ìª , ®¡à §®¢  ï
âà¥¬ï ¯à ¢ë¬¨ ª«¥âª ¬¨. � ç¨â, ª¢ ¤à â 3 × 3,  å®¤ïé¨©áï á«¥¢ 
®â ª«¥â®ª �¨«ì ¨ � «ì, à §¡¨â ¯®¢ à®¬   âà¨ £®à¨§®â «ìë¥ ¤®«ì-
ª¨. �® â®£¤  ¢¥àâ¨ª «ì ï ¯®«®áª , æ¥âà ª®â®à®©  å®¤¨âáï ¢ æ¥âà¥
íâ®£® ª¢ ¤à â , ¥ á®¤¥à¦¨â ¨ ®¤®© (¢¥àâ¨ª «ì®©) ¤®«ìª¨. �à®â¨-
¢®à¥ç¨¥.

Решения задач 6 класса
1. � ª ª ª  ¡®àë ¡ë«¨ ®¤¨ ª®¢ë¥, â® ª ¦¤ ï ¡ãª¢  ¢áâà¥ç « áì ¥
¬¥¥¥ ¤¢ãå à §. � ¢ë«®¦¥ëå á«®¢ å ¢áâà¥ç ¥âáï ¢á¥£® ®¤  ¡ãª¢  �,
¯®íâ®¬ã   ¥¢ë«®¦¥®© ª àâ®çª¥ ¤®«¦  ¡ëâì ¢â®à ï ¥ñ ª®¯¨ï.
2. �¬. à¥è¥¨¥ 2 § ¤ ç¨ 5 ª« áá .
3. � ª¨å ç¨á¥« ¬®£®. � ¯à¨¬¥à, ç¨á«® 39.
4. � ¬¥â¨¬, çâ® ã ¢á¥å, ªà®¬¥ �¨à¨«« , ¢ ¨¬¥¨ ¥áâì ¡ãª¢  \¥". �®-
íâ®¬ã, ¥á«¨ ¡ë �¨à¨«« á¨¤¥« ¥ ¯®á¥à¥¤¨¥, â® ã âà®¨å ¯®¤àï¤ ç¥«®¢¥ª
¡ë«  ¡ë ®¡é ï ¡ãª¢  \¥". �®íâ®¬ã �¨à¨«« á¨¤¨â ¯®á¥à¥¤¨¥. � ¬¥-
â¨¬, çâ® �¥¬ìï ¨ �¢£¥¨© àï¤®¬ á �¨à¨««®¬ á¨¤¥âì ¥ ¬®£ãâ, ¯®íâ®¬ã
®¨ á¨¤¨â ¯® ªà ï¬.
5. �à®ã¬¥àã¥¬ ¬®¥âë 1, 2, 3, 4, 5 ¨ 6. � ç «¥ ®â¤ ¤¨¬ íªá¯¥àâã
¬®¥âë 1, 2 ¨ 3. �á«¨ â ¬ ¡®«ìè¥ ä «ìè¨¢ëå, â® â®£¤   áâ®ïé¨å
¡®«ìè¥ áà¥¤¨ ¬®¥â 4, 5 ¨ 6. �®á«¥ ¯¥à¥ã¬¥à®¢ª¨ ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì,
çâ® áà¥¤¨ ¬®¥â 1, 2 ¨ 3 ¡®«ìè¥  áâ®ïé¨å. �¤ ª®, ã  á ®áâ «®áì ¢á¥-
£® 2 ¢§¢¥è¨¢ ¨ï. � ¬¥¨¬ ¬®¥âã ®¬¥à 1   ¬®¥âã ®¬¥à 4. �á«¨
â¥¯¥àì áâ «® ¡®«ìè¥ ä «ìè¨¢ëå ¬®¥â, â® ¯®ïâ®, çâ® ¬ë § ¬¥¨«¨
 áâ®ïéãî   ä «ìè¨¢ãî. �.¥. ¬ë  è«¨ â®, çâ® âà¥¡®¢ «®áì. � ª
çâ® ®áâ «®áì à §®¡à âìáï á® á«ãç ¥¬, ª®£¤  áà¥¤¨ ¬®¥â 2, 3, 4 ¡®«ìè¥
 áâ®ïé¨å. �¥¯¥àì   «®£¨ç® § ¬¥¨¬ ¬®¥âã 2   ¬®¥âã 5. �á«¨
áâ «® ¡®«ìè¥ ä «ìè¨¢ëå, â®, ª ª ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥ ¯®«ãç ¥¬, çâ®
2 |  áâ®ïé ï,   5 | ä «ìè¨¢ ï. �á«¨ ¦¥ ¯®-¯à¥¦¥¬ã ¡®«ìè¥  áâ®-
ïé¨å, â® 3 |  áâ®ïé ï,   6 | ä «ìè¨¢ ï, ¯®â®¬ã çâ®, ¥á«¨ ¬ëá«¥®
¯®¬¥ïâì 3   6, â® ã  á ®áâ ãâáï 4, 5, 6 ¬®¥âë,   ¬ë § ¥¬, çâ® áà¥¤¨
¨å ¡®«ìè¥ ä «ìè¨¢ëå.
6. �®á¬®âà¨¬, áª®«ìª® ¢á¥£® à §«¨çëå �-â¥âà ¬¨® ¬®¦® ¢ëà¥§ âì
¨§  è¥© ¤®áª¨. �á«¨ ¥ñ ¥ ¢à é âì, â® ¬®¦® ¢ëà¥§ âì 42 á¯®á®¡ ¬¨.
�®íâ®¬ã ¢á¥£® á¯®á®¡®¢ | 42·4 = 168. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ ¢á¥ ç¨á« 
¬¥ìè¥ 43, â® ¬ ªá¨¬ «ì ï áã¬¬  ¡ã¤¥â â¥ ¦¥ 168. � ç¨â, ¥á«¨ ¢®
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¢á¥å �-â¥âà ¬¨® áã¬¬ë à §ë¥, ¢á¥ áã¬¬ë ®â 1 ¤® 168 ¢áâ¥ç îâáï
¯® ®¤®¬ã à §ã. �¤ ª®, áã¬¬  ®¤¨ ¢áâà¥ç âìáï ¥ ¬®¦¥â, â ª ª ª
¬¨¨¬ «ì ï áã¬¬  1 + 1 + 1 + 1 = 4. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â ª®£® ¡ëâì ¥
¬®¦¥â ¨, § ç¨â, ¥áâì ç¨á«® ¥ ¬¥¥¥ 43.
7. �ë¨£àë¢ ¥â ¯¥à¢ë© ¨£à®ª | � . �«ï íâ®£® ®  ¤®«¦  ¨£à âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¥à¢ë¬ å®¤®¬ ®  ¤¥«¨â  ç «ìãî ªãçªã ¨§ 2000
ª ¬¥©   âà¨ ªãçª¨: 999, 2, 999. � «¥¥, áà¥¤ïï ªãçª  á 2 ª ¬ï¬¨ ¢
¨£à¥ ¥ ãç áâ¢ã¥â, â ª ª ª á ¥© ã¦¥ ¥«ì§ï á¤¥« âì å®¤ .

�«¥¤ãîé¨¬¨ å®¤ ¬¨ �  ¡ã¤¥â ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ªã-
ç¥ª ®â®á¨â¥«ì® á¥à¥¤¨ë | çâ® ¡ë ¨ á¤¥« «  �««  á ®¤®© ¨§ ªãç¥ª
á«¥¢  ¨«¨ á¯à ¢  ®â áà¥¤¥© ªãçª¨, �  ¬®¦¥â á¤¥« âì â® ¦¥ á ¬®¥
á á¨¬¬¥âà¨ç®© ªãçª®© (á¯à ¢  ¨«¨ á«¥¢  á®®â¢¥âáâ¢¥®). � ª ª ª ¢
«î¡®© ¬®¬¥â ¯®á«¥ å®¤  �ë á¨âã æ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç , â® ª ªãî ¡ë
ªãçªã ¨ ¢ë¡à «  �««  ¤«ï ®ç¥à¥¤®£® å®¤ , áãé¥áâ¢ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç-
 ï ¥© ªãçª  ¤«ï á«¥¤ãîé¥£® å®¤  �ë, ¯®íâ®¬ã �  ¢á¥£¤  á¬®¦¥â
¯®å®¤¨âì.

� ª ª ª á ª ¦¤ë¬ å®¤®¬ ª®«¨ç¥áâ¢® ªãç¥ª ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï, â® ¨£à 
¥ ¬®¦¥â ¯à®¤®«¦ âìáï ¡¥áª®¥ç®, ¨ ¢ ª ª®©-â® ¬®¬¥â á«¥¤ãîé¨©
å®¤ ¡ã¤¥â ¥¢®§¬®¦¥. �® ã �ë, ¯à¨ íâ®© áâà â¥£¨¨, ¢á¥£¤  ¥áâì
á«¥¤ãîé¨å å®¤, ¯®íâ®¬ã ¯à®¨£à ¥â �«« .

Решения задач 7 класса
1. �â¢¥â: ç¨á«® 526.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ £à ¨ ªã¡¨ª  ¤¥«ïâáï   âà¨ ¯ àë  å®¤ïé¨åáï
 ¯à®â¨¢ ¤àã£ ¤àã£ . �ëïá¨¬, ª ª¨¥ ¯ àë æ¨äà  å®¤ïâáï   ¯à®â¨-
¢®¯®«®¦ëå £à ïå.

�®áª®«ìªã á¯¥à¥¤¨ ç¨á«® 131,   á§ ¤¨ 464, â® æ¨äà  1  å®¤¨âáï
 ¯à®â¨¢ æ¨äàë 4,   3 |  ¯à®â¨¢ 6. �®£¤  ®áâ ¢è¨¥áï ¤¢  ç¨á« , 2
¨ 5, ¤®«¦ë  å®¤¨âìáï ¤àã£  ¯à®â¨¢ ¤àã£ . � ç¨â ¢¨§ã,  ¯à®â¨¢
ç¨á«  253,  å®¤¨âáï ç¨á«® 526.
2. � íâ®© § ¤ ç¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£® à ááâ ®¢®ª, §¤¥áì ¨§®¡à ¦¥ë ¤¢¥
¨§ ¨å. �«¥âª¨ á «¦¥æ ¬¨ ®áâ ¢«¥ë ¯ãáâë¬¨:
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3. �â¢¥â: â®«ìª® ª¢ ¤à â.
� ¯®¬¨¬, çâ® âà¥ã£®«ì¨ª á § ¤ ë¬¨ ¤«¨ ¬¨ áâ®à® ¥ áãé¥-

áâ¢ã¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ¨ ¤«¨ë ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à -
¢¥áâ¢ã âà¥ã£®«ì¨ª .

�¡®§ ç¨¬ ¤«¨ë áâ®à® ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  ª ª a ¨ b, ¯à¨ç¥¬ a 6 b.
�á«¨ ¬ë ¯®¯à®¡ã¥¬ á«®¦¨âì âà¥ã£®«ì¨ª á® áâ®à® ¬ b, b ¨ 2a, â® ¯®
ãá«®¢¨î § ¤ ç¨ ã  á ¥ ¯®«ãç¨âáï íâ® á¤¥« âì, â® ¥áâì ¤®«¦®  àã-
è¨âìáï ¥à ¢¥áâ¢® âà¥ã£®«ì¨ª . �®áª®«ìªã b+2a > b, â®  àãè âìáï
¤®«¦® ¥à ¢¥áâ¢® b + b > 2a, â® ¥áâì ¤®«¦® ¡ëâì b + b 6 2a. �®£¤ 
¯®«ãç ¥¬, çâ® b 6 a. �® ¬ë ¢ë¡¨à «¨ ®¡®§ ç¥¨ï â ª, çâ® b > a,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, a = b, â® ¥áâì ¯àï¬®ã£®«ì¨ª ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬.
4. �â¢¥â: 1.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ æ¥«ëå ç¨á¥« çñâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  áà¥¤¨ ¬®¦¨â¥«¥© ¥áâì çñâ®¥ ç¨á«® (å®âï ¡ë ®¤®). �á«¨  
ªàã£¥ â®«ìª® ®¤® çñâ®¥ ç¨á«®, â® ®® ¢á¥£¤  ¯®¯ ¤ ¥â â®«ìª® ¢ ®¤¨
¯®«ãªàã£, ¨ â®«ìª® ¢ ñ¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡ã¤¥â çñâë¬.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®   ªàã£¥ ¥áâì ¤¢  çñâëå ç¨á« . �®£¤  ªàã£ ¬®¦-
® à §¤¥«¨âì   ¤¢  ¯®«ãªàã£  â ª, çâ®¡ë íâ¨ ç¨á«  ¯®¯ «¨ ¢ à §ë¥
¯®«®¢¨ë, ¨ ¢ ª ¦¤®© ¨§ ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡ã¤¥â çñâë¬,   íâ® ¯à®â¨-
¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î. � ª¨¬ ®¡à §®¬,   ªàã£¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£®
çñâ®£® ç¨á« . �á¥ ç¨á«  ¥çñâë¬¨ ¡ëâì ¥ ¬®£ãâ, â ª ª ª ¨ ç¥ ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ®¡®¨å ¯®«ãªàã£ å ¢á¥£¤  ¡ã¤¥â ¥çñâë¬.
5. �â¢¥â: ®â ®¤®£® ¤® ¯ïâ¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥, ¢á¥ ç¨á«  ¥çñâë¬¨ ¡ëâì
¥ ¬®£ãâ, ¯®íâ®¬ã â ¬ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤® çñâ®¥ ç¨á«®.

�¤®, ¤¢  ¨«¨ âà¨ çñâëå ç¨á«  ¬®¦¥â ¡ëâì,  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ à®¢®
®¤® ¨§ ¨å à ¢® 8,   ®áâ «ìë¥ à ¢ë 2. �®£¤  ¢ â®¬ ¯®«ãªàã£¥, ¢
ª®â®à®¬ ¥â ç¨á«  8, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å ç¨á¥« ¥ ¬®¦¥â ¤¥«¨âìáï   8.

�¥âëà¥ çñâëå ç¨á«  ¬®¦¥â ¡ëâì,  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ®¤® ¨§ ¨å à ¢-
® 4,   ®áâ «ìë¥ âà¨ à ¢ë 2. �®£¤  «¨¡® âà¨ ¤¢®©ª¨ ¯®¯ ¤ îâ ¢ ®¤¨
¯®«ãªàã£,   4 | ¢ ¤àã£®©, «¨¡® å®âï ¡ë ®¤  2 ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ®¤¨ ¯®«ã-
ªàã£ á 4. � «î¡®¬ á«ãç ¥ à®¢® ¢ ®¤®¬ ¯®«ãªàã£¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡ã¤¥â
¤¥«¨âìáï   8.

�ïâì çñâëå ç¨á¥« ¬®¦¥â ¡ëâì  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¢á¥ ¯ïâì à ¢ë 2.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, â®£¤  ¯à¨ «î¡®¬ à §¤¥«¥¨¨   ¤¢  ¯®«ãªàã£  à®¢® ¢
®¤¨ ¨§ ¨å ¯®¯ ¤ ¥â å®âï ¡ë âà¨ ¤¢®©ª¨.

�à¥¤¯®«®¦¨¬,   ªàã£¥ áâ®¨â å®âï ¡ë 6 çñâëå ç¨á¥«. �®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â á¯®á®¡ à §¤¥«¨âì ªàã£   ¤¢  ¯®«ãªàã£  â ª, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®¬
¡ë«® å®âï ¡ë ¯® 3 ¨§ ¨å. � á ¬®¬ ¤¥«¥, à áá¬®âà¨¬ ª ª®©-¨¡ã¤ì ¯®-
«ãªàã£. �ãáâì ¢ ¥¬ ¬¥ìè¥ 3 çñâëå ç¨á¥«. �®£¤  ¢ ¤®¯®«ïîé¥¬ ¥£®
¤®«¦® ¡ëâì ¡®«ìè¥ âàñå. �®¢¥à¥¬ íâ®â ¯®«ãªàã£   ®¤ã ¯®§¨æ¨î,
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ª®«¨ç¥áâ¢® çñâëå ç¨á¥« ¯à¨ íâ®¬ ¬®¦¥â ¨§¬¥¨âìáï ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   1.
�à®¤®«¦¨¬ ¯®¢®à ç¨¢ âì, ¯®ª  ¥ ¤®©¤¥¬ ¤® ¯®«ãªàã£ , ¤®¯®«ïîé¥£®
¨áå®¤ë©. �¥¯¥àì ¢ ¥¬ ¡®«ìè¥ 3 ç¨á¥«. � ç¨â, ¤®«¦¥ ¡ëâì ¯à®¬¥-
¦ãâ®çë© ¬®¬¥â, ¢ ª®â®àë© ª®«¨ç¥áâ¢® çñâëå ç¨á¥« ¡ë«® à®¢® 3,  
§ ç¨â ¨ ¢ ¤®¯®«ïîé¥¬ ¯®«ãªàã£¥ â®¦¥ ¡ë«® ¥ ¬¥¥¥ 3. �®£¤  ¯à®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª ¦¤®¬ ¯®«ãªàã£¥ ¡ã¤¥â ¤¥«¨âìáï   8,   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
ãá«®¢¨î. � ç¨â, 6 ¨«¨ ¡®«¥¥ çñâëå ç¨á¥«   ªàã£¥ áâ®ïâì ¥ ¬®¦¥â.
6. �â¢¥â: 25 ¡àñ¢ëè¥ª.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®«ãç¨âáï ¥ ¬¥¥¥ 25 ¡àñ¢ëè¥ª.
�®á¬®âà¨¬   à á¯¨« ¯¥à¢®£® (á«¥¢ ) ¡à¥¢ . �á¥ ¯®«ãç¨¢è¨¥áï ¢

à¥§ã«ìâ â¥ íâ®£® à á¯¨«  ¡àñ¢ëèª¨ ¯® ¤«¨¥ ¥ ¡®«ìè¥ 1. � ç¨â,
ª ¦¤®¥ ¡àñ¢ëèª®, ¯®«ãç¨¢è¨¥áï ¨§ ªãáª  ¤«¨ë 2, ¯® ¤«¨¥ ¬¥ì-
è¥ 1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¨§ ªãáª  ¤«¨ë 2 ¯®«ãç¨«®áì ¥ ¬¥¥¥ âà¥å
¡àñ¢ëè¥ª. �®£¤  ¤«¨  á ¬®£® ¯à ¢®£® ¨§ íâ¨å ¡àñ¢ëè¥ª ¬¥ìè¥ 2

3 .
� áá¬®âà¨¬ ¡à¥¢® ¤«¨ë 3. �£® à §à¥§ «¨   ¡àñ¢ëèª¨ ¤«¨ë

¬¥¥¥ 2
3 . �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ¨å ¡àñ¢ëè¥ª ¡ë«® ¥ ¬¥¥¥ 3 : 2

3 = 9
2 , â.¥.

å®âï ¡ë 5. �®£¤  á ¬®¥ ¯à ¢®¥ ¨§ íâ¨å ¡àñ¢ëè¥ª ¯® ¤«¨¥ ¬¥ìè¥
ç¥¬ 3

5 .
� áá¬®âà¨¬ ¡à¥¢® ¤«¨ë 4. �£® à §à¥§ «¨   ¡àñ¢ëèª¨ ¤«¨ë

¬¥¥¥ 3
5 . � ç¨â, ¥£® à á¯¨«¨«¨ ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬   4 : 3

5 = 20
3 ¡àñ¢ëè¥ª,

â.¥. å®âï ¡ë   7.
� «®£¨ç® ¡à¥¢® ¤«¨ë 5 à á¯¨«ïâ ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬   9 ¡àñ¢ëè¥ª.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, áã¬¬ à®¥ ç¨á«® ¡àñ¢ëè¥ª ¡ã¤¥â ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 1 +
3 + 5 + 7 + 9 = 25, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® 25 ¡àñ¢ëè¥ª ¯®«ã-
ç¨âìáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®¦¥â (¤«¨ë ãª § ë ¢ ¬¥âà å).

1; 2
3 + 0, 01,

2
3 ,

2
3 − 0, 01; 3

5 + 0, 02,
3
5 + 0, 01,

3
5 ; 3

5 − 0, 01,
3
5 − 0, 02;

4
7 + 0, 003,

4
7 + 0, 002,

4
7 + 0, 001,

4
7 ,

4
7 − 0, 001,

4
7 − 0, 002,

4
7 − 0, 003;

5
9 + 0, 004, . . . ,

5
9 , . . . ,

5
9 − 0, 004.

7. �â¢¥â: � , ¬®¦®.
� §®¡ì¥¬ ª«¥âª¨   ¯ àë â ª, ª ª ¯®ª § ®   à¨áãª¥. � §¡¨¥¨¥

  ¯ àë á®áâ®¨â ¨§ ç¥âëà¥å ¢«®¦¥ëå "à ¬®ª" (®¤  ¨§ ª®â®àëå ¢ë-
¤¥«¥    à¨áãª¥ ¡®«¥¥ â¥¬ë¬ æ¢¥â®¬).

�®ª ¦¥¬, çâ® â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î. �ãáâì íâ® ¥
â ª, â® ¥áâì áãé¥áâ¢ã¥â ª®âãà, ª®â®àë© ¥ á®¤¥à¦¨â ¨ ®¤ã ¯ àã.
� áá¬®âà¨¬ á ¬ãî ¢¥èîî "à ¬ªã", ª®â®àãî § ¤¥¢ ¥â íâ®â ª®âãà.
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�®£¤  ¢ ¥© ¥áâì å®âï ¡ë ¤¢¥ ¯®¤àï¤ ¨¤ã-
é¨¥ ª«¥âª¨ ¨§ ª®âãà . �á«¨ ¨å ¡®«ìè¥
¤¢ãå, â®, ¯® à §¡¨¥¨î, áà¥¤¨ ¨å ®¡ï§ -
â¥«ì® ¥áâì ¯ à .

�á«¨ ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å ª«¥â®ª ª®âãà , ¯®-
¯ ¤ îé¨å   ¢¥èîî à ¬ªã, à®¢® ¤¢¥,
â® ª®âãà á®¤¥à¦¨â á®á¥¤¨¥ á ¨¬¨ ª«¥â-
ª¨ ¨§ á«¥¤ãîé¥©, ¡®«¥¥ ¢ãâà¥¥©, "à ¬-
ª¨" (â ª ª ª ¡®«¥¥ ¢¥èîî "à ¬ªã" ª®-
âãà ¥ ¯¥à¥á¥ª «). �®«¥¥ â®£®, ¨ ®¤  ¨§
íâ¨å ¤¢ãå ª«¥â®ª ¢¥è¥© à ¬ª¨ ¥ ï¢«ï¥â-
áï ã£«®¢®©, ¨ ç¥ ª®âãà ¯à®å®¤¨« ¡ë ¯® ®¡¥¨¬ á®á¥¤¨¬ á ¥© ª«¥âª ¬
à ¬ª¨ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ á®¤¥à¦ « ¡ë å®âï ¡ë ®¤ã ¯ àã ¨§ ¢ë¡à ëå  ¬¨.
�® ¥á«¨ íâ¨ ¤¢¥ ª«¥âª¨ ¨§ ¡®«¥¥ ¢¥è¥© à ¬ª¨ ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®©
¯ à¥, â® á®á¥¤¨¥ á ¨¬¨ ª«¥âª¨ ¡®«¥¥ ¢ãâà¥¥© à ¬ª¨ ®¡ï§ â¥«ì®
¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®© ¯ à¥, ª ª ¢¨¤® ¨§ à¨áãª .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®© ª®âãà ®¡ï§ â¥«ì® á®¤¥à¦¨â ª ªãî-â® ¢ë-
¡à ãî ¯ àã.
8. �®á¬®âà¨¬   ¢¥«¨ç¨ë áâ®à® ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ | ®âà¥§ª¨,   ª®-
â®àë¥ à §¡¨¢ îâáï ¨¦ïï ¨ «¥¢ ï áâ®à®ë ª¢ ¤à â . �®«¨ç¥áâ¢® íâ¨å
®âà¥§ª®¢ à ¢® 14, â ª ª ª ª ¦¤ ï «¨¨ï à §à¥§  ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â íâ® ª®«¨-
ç¥áâ¢®   1,   ¥á«¨ ¡ë à §à¥§®¢ ¥ ¡ë«® ¢®®¡é¥, ¨å ¡ë«® ¡ë 2 |   ¨¬¥®
á ¬¨ ¨¦ïï ¨ «¥¢ ï áâ®à®ë. �ã¬¬  ¨å ¤«¨ à ¢  45 + 45 = 90.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áà¥¤¨ íâ¨å 14 ®âà¥§ª®¢ ¥áâì å®âï ¡ë 13 à §«¨çëå.
�®£¤  áã¬¬  ¨å ¤«¨ ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ 1 + 1 + 2 + 3 + ... + 13 = 92.
�® ®  ¤®«¦  à ¢ïâìáï 90, â® ¥áâì áà¥¤¨ íâ¨å ®âà¥§ª®¢ ¥ ¡®«¥¥ 12
à §«¨çëå.

� ç¨â, áà¥¤¨ íâ¨å ¢¥«¨ç¨ ¤®«¦® ¡ëâì ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå ¯ à à ¢ëå.
�á«¨   ®¤®© áâ®à®¥ ¥áâì ®¤¨ ª®¢ë¥ ®âà¥§ª¨, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥

¨¬ áâ®«¡æë (¨«¨ áâà®ª¨) á®áâ®ïâ ¨§ ®¤¨ ª®¢ëå ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢.
�ãáâì ¢á¥ ®âà¥§ª¨   ª ¦¤®© áâ®à®¥ à §ë¥. �®§ì¬ñ¬ ¤¢¥ ¯ àë

à ¢ëå ®âà¥§ª®¢, ¨å ¤«¨ë x ¨ y. �®£¤    ª ¦¤®© áâ®à®¥ ¥áâì ®¤¨
®âà¥§®ª ¤«¨ë x ¨ ®¤¨ ®âà¥§®ª ¤«¨ë y. �¥à¥á¥ç¥¨¥ áâà®ª¨, á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥© ®âà¥§ªã x, á® áâ®«¡æ®¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ®âà¥§ªã y, íâ®
¯àï¬®ã£®«ì¨ª x × y. � ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ áâà®ª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®âà¥§-
ªã y, á® áâ®«¡æ®¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ®âà¥§ªã x, íâ® ¯àï¬®ã£®«ì¨ª y×x.
�â® ¨áª®¬ ï ¯ à  à ¢ëå ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢.
9. �â¢¥â: áãé¥áâ¢ã¥â á¯®á®¡  ç «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ª àâ®ç¥ª, ¯à¨
ª®â®à®¬ íâ  ¨£à  ¬®£«  ¯à®¤®«¦ âìáï ¥®£à ¨ç¥® ¤®«£®.

� ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® 111111 ¤¥«¨âáï   39. � §¤ ¤¨¬ ¯¥à¢ë¬ âà¨¤æ â¨
¤¥¢ïâ¨ ¬ «ìç¨ª ¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ®â 1 ¤® 39 ª àâ®ç¥ª,   ¯®á«¥¤¥¬ã
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â®¦¥ 39. �á¥£® ¬ë à §¤ «¨ 39 + (1 + 2 + · · · + 39) = 39 + 39 · 20 ª à-
â®ç¥ª, ®áâ «ìë¥ ¤¥«¨¬ ¯®à®¢ã ¬¥¦¤ã ¯¥à¢ë¬¨ âà¨¤æ âìî ¤¥¢ïâìî
¬ «ìç¨ª ¬¨.

� áá¬®âà¨¬ ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   39 ã  ¡®à®¢ ª àâ®ç¥ª, ¨¬¥î-
é¨åáï ã ¬ «ìç¨ª®¢.

�¯¨è¥¬ á¢®©áâ¢®, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â á®åà ïâìáï ¯®á«¥ ª ¦¤®£® å®¤ :
¥áâì à®¢® ¤¢  ¬ «ìç¨ª , ã ª®â®àëå ®áâ â®ª à ¢¥ ã«î, ã ¢á¥å ®áâ «ì-
ëå ®áâ âª¨ à §ë¥, ¯à¨ç¥¬ ã â®«ìª® çâ® à §¤ ¢è¥£® (ªà®¬¥ á ¬®£®
¯¥à¢®£® ¬®¬¥â ) ®«ì ª àâ®ç¥ª,   ã ®áâ «ìëå âà¨¤æ â¨ ¤¥¢ïâ¨ à¥¡ïâ
ª àâ®ç¥ª ¡®«ìè¥ ã«ï.

�ç¥à¥¤®© å®¤ ¢á¥£¤  ¢®§¬®¦¥: ¢ ¯¥à¢ãî ¬¨ãâã ¯®á«¥¤¨© ¬ «ìç¨ª
à §¤ ¥â ¢á¥¬ ¯® ®¤®© ª àâ®çª¥, ¤ «¥¥ ¢á¥£¤  ¥áâì ¬ «ìç¨ª á ¥ã«¥¢ë¬
ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ª àâ®ç¥ª, ¤¥«ïé¨¬áï   39.

� ¢á¥å ®áâ «ìëå, ªà®¬¥ à §¤ îé¥£® ª àâ®çª¨, ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨
  39 à §«¨çë,   â ª ª ª ® ¢á¥¬ ¤®¡ ¢«ï¥â ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®
ª àâ®ç¥ª, â® ®¨ ®áâ îâáï à §«¨çë¬¨. � ¥£® á ¬®£® ®áâ â®ª ®áâ ñâáï
à ¢ë¬ ã«î,   ¯®á«¥ ¥£® å®¤  ¯®ï¢«ï¥âáï ç¥«®¢¥ª, ª®â®àë© á¤¥« ¥â
á«¥¤ãîé¨© å®¤ | â®â, ã ª®â®à®£® ¤® â®£® ®áâ â®ª ¡ë« à ¢¥ 38.

Решения задач 8 класса

1. �¬. à¥è¥¨¥ 2 § ¤ ç¨ 7 ª« áá .
2. �â¢¥â: ¥«ì§ï. �®ª ¦¥¬ ®â ¯à®â¨¢®£®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª
®â¬¥â¨âì â®çª¨ ¬®¦®. � ¬¥â¨¬, çâ® BC, CD, DE, EA ¤¥«ïâáï   4,
® AB = 14 ¤ ¥â ®áâ â®ª 2 ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   4. �®£¤  AC = |AB ±
BC| = |14 ± 16| â ª ¦¥ ¤ ¥â ®áâ â®ª 2 ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   4. � «®£¨ç®
AD = |AB ±BC ± CD| ¨ AE = |AB ±BC ± CD ±DE| ¤ îâ ®áâ â®ª 2
¯à¨ ¤¥«¥¨¨   4. �® ¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï AE = 16. �à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, â ª ®â¬¥â¨âì â®çª¨ ¥«ì§ï.
3. �¬. à¥è¥¨¥ 6 § ¤ ç¨ 7 ª« áá .
4. �¥â, ¥ ï¢«ï¥âáï, â ª ª ª 26 + 2573 + 2473 + 2376 + 2276 + 79 =

= 26 + 2473(2 + 1) + 2276(2 + 1) + 79 =
= 26 + 3 · 2473 + 3 · 2276 + 79 = (22 + 73)3

5. �¯¥à¢  ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨, ª®â®à®¥ áç¨â ¥â �¥«ì£ , ¢áâà¥-
â¨âáï 90 ç¨á¥«, ªà âëå 5. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ £àã¯¯ë ç¨á¥«:

a) �¨á«  ¢¨¤  ab5, £¤¥ a 6= 5. �¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª ª �áª®«ì¤
à §à¥¦¥â ª àâ®çª¨ á â ª¨¬¨ ç¨á« ¬¨,   ®¤®¬ ¨§ ®¡àë¢ª®¢ ®áâ ¥âáï
ç¨á«®, ¤¥«ïé¥¥áï   5. �á¥£® â ª¨å ª àâ®ç¥ª 8 · 9 = 72.

b) �¨á«  ¢¨¤  55a, £¤¥ a 6= 5. � ª ¡ë �áª®«ì¤ ¨ à¥§ « â ª¨¥ ª àâ®ç-
ª¨,   ®¤®¬ ¨§ ®¡àë¢ª®¢ á®¢  ®¡ï§ â¥«ì® ®áâ ¥âáï ç¨á«®, ªà â®¥
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5. � ¬¥â¨¬, çâ® â ª¨¥ ª àâ®çª¨ ¥ ¢å®¤ïâ ¢ ¯à¥¤ë¤ãéãî £àã¯¯ã. �å
ª®«¨ç¥áâ¢® à ¢® 8.

c) �¨á«  ¢¨¤  5a5, £¤¥ a 6= 5. �â  £àã¯¯  â ª ¦¥ ¤ áâ  ¬ 8 ç¨á¥«,
¤¥«ïé¨åáï   5.

d) � ª®¥æ, ª àâ®çª  á ç¨á«®¬ 555. �à¨ à §à¥§ ¨¨ ®  ¤ áâ  ¬
¥é¥ 2 ç¨á« , ªà âëå 5.

�â®£®, ¬ë ãª § «¨ 72+8+8+2 = 90 ç¨á¥«, ªà âëå 5. � ç¨â, ç¨á«®
�¥«ì£¨ ¤¥«¨âáï   590. �®à §¤® «¥£ç¥ ¯®ª § âì çâ® ®® ¤¥«¨âáï   290

(¬ë ®áâ ¢«ï¥¬ íâã ¯à®¢¥àªã ç¨â â¥«î). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®«ãç¥ë©
�¥«ì£®© à¥§ã«ìâ â ¤¥«¨âáï   1090, â.¥. ®ª ç¨¢ ¥âáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥
  90 ã«¥©. �®£¤  ¤¥¢ï®áâ ï á ª®æ  æ¨äà  à ¢  0.

6. �ª ¦¥¬ áâà â¥£¨î ¤«ï ¢â®à®£® ¨£à®ª , ¯à¨¢®¤ïéãî ¥£® ª ¯®¡¥¤¥
¢¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª ª ¡ã¤¥â ¨£à âì ¯¥à¢ë©.

�¥ ã¬ «ïï ®¡é®áâ¨, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® áª®à¯¨® ¯®¤®è¥« ª âà¥âì¥©
ªãçª¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯¥à¢ë© ¢§ï« a + b ª ¬¥© ¨§ ¯¥à¢®© ªãçª¨
¨ ¯®«®¦¨« a ¢® ¢â®àãî ¨ b ¢ âà¥âìî. �®£¤  ¢â®à®¬ã á«¥¤ã¥â ¢§ïâì
a + b ª ¬¥© ¨§ ¢â®à®© ªãçª¨ ¨ ¯®«®¦¨âì a ª ¬¥© ¢ ¯¥à¢ãî ¨ b ¢
âà¥âìî. �®£¤  ¯®á«¥ ¯¥à¢®© ¯ àë å®¤®¢ ¢ ¯¥à¢®© ªãçª¥ áâ «® 2007 −
(a + b) + a = 2007 − b ª ¬¥©,   ¢® ¢â®à®© | 2007 + a − (a + b) =
2007 − b ª ¬¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥ å®¤  ¢â®à®£® ¨£à®ª  ¢ ¯¥à¢ëå
¤¢ãå ªãçª å ª ¬¥© ¯®¯à®¢ã. �®áª®«ìªã ª®«¨ç¥áâ¢® ª ¬¥© ¢ íâ¨å
ªãçª å ã¬¥ìè ¥âáï, ª®£¤ -¨¡ã¤ì (¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ç¥à¥§ 2007 ¯ à å®¤®¢)
¢ ®¡¥¨å ªãçª å ®áâ ¥âáï ¯® 1 ª ¬î, â.¥. ¯¥à¢ë© ¨£à®ª ¥ á¬®¦¥â
á¤¥« âì å®¤ ¨ ¯à®¨£à ¥â.

�¨á. 1

7. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤¢¥ ¨áå®¤ëå âà¥ã£®«ìëå ¯«¨âª¨ ¥ ¬®-
£ãâ áâëª®¢ âìáï ¯® ¥à ¢ë¬ áâ®à® ¬. � á ¬®¬ ¤¥-
«¥, ¤¢¥ áâ®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª®¢ ¬®£ãâ á®¢¯ áâì ¯®
áã¬¬ à®© ¤«¨¥ á ¡®«ìè¥© áâ®à®®© âà¥âì¥£® âà¥-
ã£®«ì¨ª  â®«ìª® ¢ ª®¬¨¡¨ æ¨¨ | ¤¢  ¬ «¥ìª¨å ª â¥-
â  ¨ £¨¯®â¥ã§ , ® â ª á®áâ ¢«¥ë¥ ¯«¨âª¨ ¥ ®¡à §ãîâ
¡®«ìè®£® âà¥ã£®«ì¨ª  (à¨á. 1).

�¨á. 2

�á«¨ ¥à ¢ë¥ áâ®à®ë áâëª®¢ âì á ¤àã£¨å ª®¬-
¡¨ æ¨ïå, â¥¬ ¡®«¥¥ ¥¢®§¬®¦® ¤®à¨á®¢ âì âà¥â¨©
â ª, çâ®¡ë ®¨ ¢¬¥áâ¥ ®¡à §®¢ «¨ ®¤¨ ¡®«ìè®©
âà¥ã£®«ì¨ª |  ¯à¨¬¥à,   à¨á. 2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, âà¥ã£®«ì¨ª¨ áâëªãîâáï ¯® à ¢-
ë¬ ç áâï¬.
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�¨á. 3

�á«¨ ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  áâëªãîâáï ¯® ¡®«ì-
è¨¬ ª â¥â ¬, â® âà¥â¨© âà¥£®«ì¨ª ¬®¦®
¯à¨á®¥¤¨¨âì ª ®¤®¬ã ¨§ íâ¨å «¨¡® ¯® ¬ -
«¥ìª®¬ã ª â¥âã, «¨¡® ¯® £¨¯®â¥ã§¥. �¨ ¢
â®¬, ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥ âà¨ âà¥ã£®«ì¨ª 
®¤¨ ¡®«ìè®© ®¡à §®¢ âì ¥ á¬®£ãâ (à¨á. 3, 4).

�¨á. 4

�á«¨ âà¥ã£®«¨ª¨ áâëªãîâáï ¯® ¬¥ìè¨¬ ª â¥â ¬, â®
âà¥â¨© âà¥ã£®«ì¨ª ®¡ï§  á®¯à¨ª á âìáï á ®¤¨¬ ¨§  -
è¨å ¯® £¨¯®â¥ã§¥, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¢á¥ âà¨
âà¥ã£®«ì¨ª  ®¡à §ãîâ ®¤¨ ¢¥è¨©.

�¨á. 5

�á«¨ ¤¢  âà¥ã£®«ì¨ª  áâëªãîâáï
¯® £¨¯®â¥ã§¥, â® âà¥â¨© ®¡ï§  áâë-
ª®¢ âìáï á ®¤¨¬ ¨§ íâ¨å ¤¢ãå ¯® ª ª®¬ã-«¨¡® ª -
â¥âã. �® á«ãç ¨ áâëª  ¯® ª â¥â ¬ ¬ë ã¦¥ à §¡¨-
à «¨, ¯®íâ®¬ã ¢ íâ®¬ ¢ à¨ â¥ ¯®«ãç¨âáï â®â ¦¥
¢¥è¨© âà¥ã£®«ì¨ª, çâ® ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ âà¥å ¤ ëå ¡®«ìè®© âà¥ã£®«ì¨ª ¬®¦¥â ¡ëâì
á®áâ ¢«¥ à®¢® ®¤¨¬ á¯®á®¡®¬, â.¥. � áï ¡ë« ¥¯à ¢.
8. �®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: ¤«ï n ª àâ®ç¥ª á æ¥«ë¬¨ ¥®â-
à¨æ â¥«ìë¬¨ ç¨á« ¬¨, ¤ îé¨¬¨ ¢ áã¬¬¥ n − 2, ª®«¨ç¥áâ¢® á¯®á®¡®¢
à §¡¨âì ¨å   ¤¢   ¡®à , ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå áã¬¬  ç¨á¥« ¬¥ìè¥
¨å ª®«¨ç¥áâ¢ , ¥ ¬¥ìè¥ n− 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n.
� §  ¤«ï n = 3. �à¨ æ¥«ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á«  ¢ áã¬¬¥ ¤ îâ

1, § ç¨â   ®¤®© ¨§ ª àâ®ç¥ª  ¯¨á ® ç¨á«® 1,     ¤¢ãå ¤àã£¨å |
ã«¨. �ë íâ¨ ã«¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì á ¨¦¨¬¨ ¨¤¥ªá ¬¨, â.ª. ª àâ®çª¨,
  ª®â®àëå íâ¨ ã«¨  ¯¨á ë, à §«¨çë. �®£¤  «¥£ª® ãª § âì ¤¢  à §-
¡¨¥¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (¢¥àâ¨ª «ìë¥ ç¥àâ®çª¨ à §¤¥«ïîâ
£àã¯¯ë):

1, 01 ‖ 02

1, 02 ‖ 01

�¥à¥å®¤ ®â n = k ª n = k + 1. � § áã¬¬  ç¨á¥« à ¢  n − 2, áà¥¤¨
¨å ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨ ã«ì. �¡®§ ç¨¬ íâ®â ã«ì ç¥à¥§ 01. � ª¦¥
 ©¤¥âáï ç¨á«®, ¥ ¬¥ìè¥¥ 1. �¡®§ ç¨¬ ¥£® §  x (á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî
¥¬ã ª àâ®çªã ®¡®§ ç¨¬ §  X). �¡¥à¥¬ ¨§  è¥£®  ¡®à  ª àâ®çªã 01 ¨
ã¬¥ìè¨¬ x   1. � ®¢®¬ã  ¡®àã ¨§ k ª àâ®ç¥ª á áã¬¬®© ç¨á¥« k− 2
¯à¨¬¥¨¬® ¨¤ãªæ¨®®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥: ¤«ï ¥£® ¬®¦® ãª § âì k−1
à §¡¨¥¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î § ¤ ç¨.
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� ª ¦¤ë¬ ¨§ ¯®«ãç¥ëå à §¡¨¥¨© ¯à®¤¥« ¥¬ á«¥¤ãîéãî ®¯¥à -
æ¨î: ¢®§ì¬¥¬ £àã¯¯ã, ¢ ª®â®à®© «¥¦¨â ª àâ®çª  X. �  íâ®© ª àâ®çª¥
 ¯¨á ® ç¨á«® x − 1. �¢¥«¨ç¨¬ ¥£®   1 ¨ ¤®¡ ¢¨¬ ¢ íâã £àã¯¯ã ®â-
«®¦¥ãî à ¥¥ ª àâ®çªã 01. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¢®¥ à §¡¨¥¨¥ ã¦¥
¨áå®¤®£®  ¡®à  ¨§ k +1 ª àâ®çª¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î § ¤ ç¨. �ë
¯®«ãç ¥¬ k − 1 à §¡¨¥¨¥ ¢¨¤ 

X, 01, ... ‖ ...

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯à ¢®© £àã¯¯¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¥áâì ª àâ®çª ,   ª®â®à®©
 ¯¨á ® ç¨á«® 0. �®¬¥ï¥¬ íâã ª àâ®çªã ¬¥áâ ¬¨ á 01. �®«ãç¨«¨
¥é¥ ®¤® à §¡¨¥¨¥, ®â«¨ç®¥ ®â ¢á¥å ¯à¥¤ë¤ãé¨å. �á¥£® k à §¡¨¥¨©.
�¥à¥å®¤ ¤®ª § .

�â®à®¥ à¥è¥¨¥.
�¢¥«¨ç¨¬ ç¨á«    ¢á¥å ª àâ®çª å   1, â ª çâ® â¥¯¥àì   ª ¦¤®©

ª àâ®çª¥  ¯¨á ®  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¨ áã¬¬  ¢á¥å ç¨á¥« à ¢  2000.
�¥¯¥àì  ¬ ã¦® ¤®ª § âì, çâ® íâ¨ ç¨á«  ¬®¦® à §¡¨âì   ¤¢¥ £àã¯-
¯ë ¯® a ¨ b ç¨á¥« ¢ ª ¦¤®© á áã¬¬ ¬¨ ¥ ¡®«¥¥ 2a− 1 ¨ 2b− 1 á®®â¢¥â-
áâ¢¥®.

�®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: ¤«ï «î¡®£®  ¡®à  ¨§ n  âãà «ì-
ëå ç¨á¥«, áã¬¬  ª®â®àëå à ¢  2n−2, áãé¥áâ¢ã¥â ¤¥à¥¢®, á®¤¥à¦ é¥¥
n ¢¥àè¨, ¤«ï ª®â®à®£® íâ¨ ç¨á«  ï¢«ïîâáï  ¡®à®¬ áâ¥¯¥¥© ¢¥àè¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. � §  ¯à¨ n = 1 ®ç¥¢¨¤ .
�à®¤¥« ¥¬ ¨¤ãªæ¨®ë© ¯¥à¥å®¤. �ãáâì  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢¥à® ¯à¨
n=k. � áá¬®âà¨¬  ¡®à ¨§ k+1  âãà «ì®£® ç¨á« , áã¬¬  ¢ ª®â®à®¬
à ¢  2k. �á®, çâ® ¢ íâ®¬  ¡®à¥ ¥áâì å®âï ¡ë ®¤® ç¨á«®, à ¢®¥ 1, â.ª.
¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ç¨á«  ¡ë«¨ ¡ë ¥ ¬¥ìè¥ 2,   ¨å áã¬¬  ¡ë« 
¡ë ¥ ¬¥ìè¥ 2k+2. �à¥¬¥® ã¡¥à¥¬ ª àâ®çªã á ç¨á«®¬ 1 ¨§  ¡®à .
� áá¬®âà¨¬ «î¡®¥ ¤àã£®¥ ç¨á«® ¢  ¡®à¥, ¡®«ìè¥¥ 1 (â ª®¥ ¯® â¥¬ ¦¥
á®®¡à ¦¥¨ï¬  ©¤¥âáï) ¨ ã¬¥ìè¨¬ ¥£®   1. �®«ãç¨«áï ®¢ë©  ¡®à,
¢ ª®â®à®¬ k ç¨á¥«, ¤ îé¨å ¢ áã¬¬¥ 2k−2, â.ª. ®¤ã ª àâ®çªã á ç¨á«®¬
1 ¬ë ¨§  ¡®à  ã¡à «¨ ¨ ®¤® ¨§ ç¨á¥« ã¬¥ìè¨«¨   1.

�® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¤«ï ®¢®£®  ¡®à  áãé¥áâ¢ã¥â ¤¥-
à¥¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ k ¢¥àè¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î  è¥£® ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï. �ë¡¥à¥¬ ¢ ¥¬ ¢¥àè¨ã, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â®¬ã ç¨á«ã, ª®-
â®à®¥ ¬ë ã¬¥ìè «¨   1 ¨ ¯à¨ªà¥¯¨¬ ª ¥© ®¤ã ¢¨áïçãî ¢¥àè¨ã.
�®«ãç¨«®áì ¤¥à¥¢®, à¥ «¨§ãîé¥¥  è ¨áå®¤ë©  ¡®à ¨§ k + 1 ç¨á«  á
áã¬¬®© 2k.

�¥¯¥àì ¢¥à¥¬áï ª § ¤ ç¥. �® ¤®ª § ®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î ¬ë ¬®¦¥¬
à¥ «¨§®¢ âì  ¡®à ¨§ 1001 ç¨á«  á áã¬¬®© 2000 ª ª ¤¥à¥¢®, ¤«ï ª®â®à®£®
íâ¨ ç¨á«  ï¢«ïîâáï  ¡®à®¬ áâ¥¯¥¥© ¢¥àè¨. �¤ «¨¬ ¨§ íâ®£® ¤¥à¥-
¢  ª ª®¥-¨¡ã«ì à¥¡à®. �®£¤  £à ä à á¯ ¤¥âáï   ¤¢  ¬¥ìè¨å ¤¥à¥¢ .



48 rE[ENIQ WTOROGO (O^NOGO) TURA.

�ãáâì ¢ ¯¥à¢®¬ ¨§ íâ¨å ¤¥à¥¢ì¥¢ a ¢¥àè¨,   ¢ ¤àã£®¬ | b. �¥à¢®¬ã
¤¥à¥¢ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â a ª àâ®ç¥ª (â®«ìª® â¥¯¥àì   ª àâ®çª¥, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© ¢¥àè¨¥, ¢ ª®â®àãî ¢å®¤¨«® ã¤ «¥®¥ à¥¡à®, ç¨á«®   1
¡®«ìè¥ áâ¥¯¥¨ íâ®© ¢¥àè¨ë ¢ ®¢®¬ ¤¥à¥¢¥). �®«¨ç¥áâ¢® à¥¡¥à   1
¬¥ìè¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ¢¥àè¨, â.¥. à ¢® a − 1. �ã¬¬  áâ¥¯¥¥© ¢¥àè¨
¢ íâ®¬ ¤¥à¥¢¥ à ¢  ã¤¢®¥®¬ã ª®«¨ç¥áâ¢ã à¥¡¥à, â.¥ 2a − 2. �âªã¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® áã¬¬  ç¨á¥«   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íâ®¬ã ¤¥à¥¢ã ª àâ®çª å
à ¢  2a− 1. � «®£¨ç® áã¬¬  ç¨á¥«   ª àâ®çª å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
¢â®à®¬ã ¤¥à¥¢ã, à ¢  2b− 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¬ã à¥¡àã ¤¥à¥¢  (  â®ç¥¥, ¤¢ã¬ ¯®¤¤¥à¥¢ìï¬,
¯®«ãç îé¨¬áï ¯®á«¥ ã¤ «¥¨ï íâ®£® à¥¡à ), á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §¡¨¥¨¥
ª àâ®ç¥ª, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î. �á®, çâ® à §ë¬ à¥¡à ¬ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîâ à §ë¥ à §¡¨¥¨ï  ¡®à  ª àâ®ç¥ª. � ç¨â, ª®«¨ç¥áâ¢® à §-
¡¨¥¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î, ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ ª®«¨ç¥áâ¢® à¥¡¥à,
â.¥. 1001− 1 = 1000.
9. �â¢¥â: (n− 1)n.

� áá¬®âà¨¬ ª ª®©-¨¡ã¤ì ¯à®¥ªâ. �ë¤¥«¨¬ ¢ ¥¬ ®¤ã á¢ï§ãî ç áâì
(ª®¬¯®¥âã á¢ï§®áâ¨) G. �®¯à®¡ã¥¬ ®à¨¥â¨à®¢ âì à¥¡à  ¢ ¥© â ª,
çâ®¡ë ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¢ëå®¤¨«® à®¢® ¯® ®¤®¬ã à¥¡àã.

�ãáâì ¢ ¥© k £®à®¤®¢. �®£¤  ¯® ãá«®¢¨î ¢ ¥© ¥ ¡®«¥¥ k ¤®à®£.
�®áª®«ìªã ®  á¢ï§ , ¤®à®£ ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥ìè¥, ç¥¬ ¢ ¤¥à¥¢¥ á k
¢¥àè¨ ¬¨, â.¥. k − 1. � ç¨â, ¤«ï ¤ ®© ª®¬¯®¥âë á¢ï§®áâ¨ ¥áâì
¤¢  ¢ à¨ â : «¨¡® ¢ ¥© k à¥¡¥à, «¨¡® ¢ ¥© k − 1 à¥¡à®. �®á«¥¤¨©
á«ãç © ¥¢®§¬®¦¥, â.ª. ¨ ç¥ ¢ áã¬¬¥ ¢® ¢á¥å ª®¬¯®¥â å ª®«¨ç¥áâ¢®
¤®à®£ á ®¤®© áâ®à®ë à ¢® n, â.¥. ª®«¨ç¥áâ¢ã ¢¥àè¨,   á ¤àã£®©
áâ®à®ë ¬¥ìè¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ¢¥àè¨. � ç¨â, ¢ ª ¦¤®© ª®¬¯®¥â¥ ª®-
«¨ç¥áâ¢® ¢¥®àè¨ à ¢® ª®«¨ç¥áâ¢ã ¤®à®£.

�â ª, ¯ãáâì ¢  è¥© ¢ë¤¥«¥®© ª®¬¯®¥â¥ á¢ï§®áâ¨ k ¢¥àè¨.
� ª ¬ë ¢ëïá¨«¨, â®£¤  ¢ ¥© k ¤®à®£. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®  ¥ ¬®¦¥â
ï¢«ïâìáï ¤¥à¥¢®¬, â.¥. ¢ ¥© ¥áâì æ¨ª«. �à¨ ã¤ «¥¨¨ «î¡®£® à¥¡à 
¨§ íâ®£® æ¨ª«  G áâ ®¢¨âáï ¤¥à¥¢®¬, ¯®íâ®¬ã æ¨ª« à®¢® ®¤¨, ¯à¨-
ç¥¬ ® ¥ ¬®¦¥â á ¬®¯¥à¥á¥ª âìáï. �à¨ ã¤¥«¥¨¨ à¥¡¥à íâ®£® æ¨ª« 
G à á¯ ¤ ¥âáï   ¥áª®«ìª® ¤¥à¥¢ì¥¢, ¯®íâ®¬ã   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤  ï
ª®¬¯®¥â  á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ æ¨ª« , ¨§ ¥ª®â®àëå ¢¥àè¨ ª®â®à®£®
"à áâãâ ¤¥à¥¢ìï".

�ª®«ìª¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ¬®¦® ®à¨¥â¨à®¢ âì à¥¡à  ¢ G â ª, çâ®¡ë ¨§
ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¢ëå®¤¨«® à®¢® ®¤® à¥¡à®? �á®, çâ® ¢¨áïé¨¥ ¤¥-
à¥¢ìï ã¦® ®à¨¥â¨à®¢ âì  ç¨ ï ¢ ¢¨áïç¨å ¢¥àè¨ å («¨áâìïå) ¨
¤¢¨£ ïáì ®â «¨áâì¥¢ ª ª®àî. �àã£®£® á¯®á®¡  ®à¨¥â¨à®¢ âì ¤¥à¥¢®
¯à®áâ® ¥â. �®£¤  ¬ë ®à¨¥â¨à®¢ «¨ ¢á¥ ¢¨áïé¨¥ ¤¥à¥¢ìï,  ¬ ®áâ -
¥âáï ®à¨â¨à®¢ âì æ¨ª«. �â® ¬®¦® á¤¥« âì ª ª ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥,
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â ª ¨ ¯à®â¨¢. �á«¨ ¢ æ¨ª«¥ à®¢® ¤¢¥ ¢¥àè¨ë (â.¥. æ¨ª« ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© ¯ àã á®¥¤¨¥ëå à®¢® ¤¢ã¬ï ¤®à®£ ¬¨ £®à®¤®¢), â® íâ¨ á¯®á®-
¡ë ¨ç¥¬ ¥ ®â«¨ç îâáï. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢  á¯®á®¡ 
®à¨¥â¨à®¢ âì æ¨ª« ¨, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥, ¢áî ª®¬¯®¥âã G.

�â ª, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ª®¬¯®¥âã ¨áå®¤®£® £à ä  (ª®-
â®àë© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áâà ¥), ¬®¦® ®à¨¥â¨à®¢ âì ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨,
¥á«¨ ¢ ¥¥ ®á®¢¥ «¥¦¨â æ¨ª« ¤«¨ë ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2, ¨ ®¤¨¬ á¯®á®¡®¬,
¥á«¨ ¢ ®á®¢¥ ª®¬¯®¥âë  å®¤¨âáï ¯ à  á®¥¤¨¥ëå ¤¢ã¬ï ¤®à®£ ¬¨
£®à®¤®¢. �®«¨ç¥áâ¢® ª®¬¯®¥â ¯®á«¥¤¥£® â¨¯  ª ª à § à ¢® ª®«¨ç¥-
áâ¢ã ¯ à £®à®¤®¢, á®¥¤¨¥ëå ¤¢ã¬ï ¤®à®£ ¬¨, ¯®áª®«ìªã ¨ ¢ ª ª®©
ª®¬¯®¥â¥ ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¡®«¥¥ ®¤®© ¯ àë â ª¨å £®à®¤®¢. �.¥. ª®-
«¨ç¥áâ¢® ª®¬¯®¥â, ª®â®àë¥ ¬®¦® ®à¨¥â¨à®¢ âì ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨,
à ¢® x − y (ª®«¨ç¥áâ¢® ¢á¥å ª®¬¯®¥â ¬¨ãá ª®«¨ç¥áâ¢® ª®¬¯®¥â,
á®¤¥à¦ é¨å æ¨ª« ¤«¨ë 2). �®£¤  ã¦ á®áâì ¯à®¥ªâ , à ¢ ï 2x−y,
¥áâì ¢ â®ç®áâ¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦ëå á¯®á®¡®¢ ®à¨¥â¨à®¢ âì
¤ ë© ¯à®¥ªâ â ª, çâ®¡ë ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¢ëå®¤¨«® à®¢® ®¤®
à¥¡à®. �ã¬¬  ã¦ á®áâ¥© ¢á¥å ¯à®¥ªâ®¢ ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ à ¢  ª®«¨-
ç¥áâ¢ã á¯®á®¡®¢ ¯®áâà®¨âì ®à¨¥â¨à®¢ ë© £à ä á n ¢¥àè¨ ¬¨ ¨ n
à¥¡à ¬¨, ¢ ª®â®à®¬ ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¢ëå®¤¨â à®¢® ¯® ®¤®¬ã à¥¡àã,
¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨ë íâ®£® £à ä  à §«¨çë (¯®áª®«ìªã ¢¥àè¨ ¬ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîâ £®à®¤ ,   ¤¢  £®à®¤  ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤¨ ª®¢ë¬¨).

�®áç¨â ¥¬ íâ® ç¨á«®. �§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¬®¦®  à¨á®¢ âì áâà¥«-
ªã ¢ «î¡ãî ¨§ ®áâ ¢è¨åáï n − 1 ¢¥àè¨. �á¥£® ¢¥àè¨ n, § -
ç¨â ç¨á«® á¯®á®¡®¢ ¢ë¯ãáâ¨âì ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¯® áâà¥«ª¥ à ¢®
(n− 1) · · · (n− 1)︸ ︷︷ ︸

n à §

= (n− 1)n.

Решения задач 9 класса

�î¦¥â 1
1. �â¢¥â: 405. �á«¨ ç¨á«® ã¢¥«¨ç¨«®áì à®¢® ¢ ¤¢  à § , â® ª®«¨ç¥áâ¢®
à §àï¤®¢ ã¢¥«¨ç¨«®áì ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬   ®¤¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ æ¨ä-
àë, ªà®¬¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¤®©, ¥ ¡®«¥¥ 4. � áã¬¬  æ¨äà ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
¡®«ìè¥ 99× 4 + 9 = 405. �¨á«® 944 . . . 4 (99 ç¥â¢ñà®ª) ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬
�ª¨¬  ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï à®¢® ¢ 2 à § .
2. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯®á«¥¤îî æ¨äàã.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª®¥ ç¨á«® áãé¥áâ¢ã¥â. �á«¨ ®® § ª ç¨¢ ¥âáï
ã«ï¬¨, â®   «®£¨ç®¥ ç¨á«® ¡¥§ ã«¥©   ª®æ¥ â®¦¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï
à®¢® ¢ 19 à § (¨ ¯à¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ �ª¨¬ , ¨ ¯à¨ ã¬®¦¥¨¨   19
ã«¨   ª®æ¥ á®åà ïîâáï ¨   ¤àã£¨¥ à §àï¤ë ¥ ¢«¨ïîâ).
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� áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤îî æ¨äàã ®¢®£® ç¨á«  (®  ¥ ã«ì). �  çñâ-
 ï, ¨ ç¥ ã¬®¦¥¨¥   19 ¤ ñâ ¥çñâ®¥ ç¨á«®,   ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �ª¨-
¬  | ¢á¥£¤  çñâ®¥. �®á¬®âà¨¬   ¯®á«¥¤îî æ¨äàã ç¨á« , ã¬®¦¥-
®£®   19, ¨ ¯®á«¥¤îî æ¨äàã ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �ª¨¬ :
¨áå®¤®¥ ç¨á«® ç¨á«® ×19 ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �ª¨¬ 

2 8 4
4 6 8
6 4 2
8 2 6

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨ ®¤  ¨§ æ¨äà 2, 4, 6, 8 ¥ ¬®¦¥â áâ®ïâì   ª®æ¥.
� ç¨â ¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®£® ç¨á« , ª®â®à®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �ª¨¬ 
ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¢ 19 à §.
3. �â¢¥â: íâ® ç¨á«  36 ∗ ∗∗ ¨ 48 ∗ ∗∗, £¤¥ ∗ ∗ ∗ ®§ ç ¥â ¯à®¨§¢®«ì®¥
ª®«¨ç¥áâ¢® ã«¥© (¨«¨ ¨å ®âáãâáâ¢¨¥).

�®¦® ¡ë«® à¥è¨âì § ¤ çã, à áá¬ âà¨¢ ï æ¨äàë ®â ª®æ , ¯®   -
«®£¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ¯ãªâ®¬. �à¨¢¥¤¥¬ ¤àã£®¥ à¥è¥¨¥.

� áá¬®âà¨¬ ç¨á«® ¯®à §àï¤®. X = anan−1 . . . ai . . . a1a0 = an10n +
an−110n−1 + · · · + ai10i + · · · + a110 + a0 �à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �ª¨¬  ¨§
íâ®£® ç¨á«  ¯®«ãç ¥âáï ç¨á«® 2an10n+f(n) + 2an−110n−1+f(n−1) + · · · +
2ai10i+f(i)+· · ·+2a1101+f(1)+2a0 = A, £¤¥ §  f(i) ®¡®§ ç¥® ª®«¨ç¥áâ¢®
æ¨äà, ¡�®«ìè¨å 4, áà¥¤¨ a0, a1, . . . ai−1, ª®â®à®¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¤¢¨£ã
¤ ®£® à §àï¤  ¨§-§  ¯¥à¥®á®¢ ¢ ¬« ¤è¨å à §àï¤ å.

�¨á«®, ¤«ï ª®â®à®£® f(n) = 0 (¯¥à¥®á ¬®¦¥â ¡ëâì «¨èì ¢ áâ àè¥¬
à §àï¤¥), ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï à®¢® ¢ 2 à § . �¨á«®, ¤«ï ª®â®à®£® f(n) ≥ 2,
ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¡®«¥¥, ç¥¬ ¢ 100 à §, â.ª.

A > 2an10n+f(n) > 10f(n)(an + 1)10n > 10f(n)X

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï  è¥£® ç¨á«  f(n) = 1. �®¢® ®¤  ¨§ æ¨äà a1,
a2, . . . an−1 ¡®«ìè¥ 4, ¯ãáâì íâ® ak > 4. �®£¤  f(1) = f(2) = · · · = f(k) =
0, f(k + 1) = f(k + 2) = · · · = f(n) = 1 ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �ª¨¬  ¬®¦®
§ ¯¨á âì ª®à®ç¥: A = 2anan−1 . . . ak+110k+2 + 2akak−1 . . . a0 � á¯¨è¥¬
âà¥¡®¢ ¨¥ A = 17X:

2anan−1 . . . ak+110k+2 + 2akak−1 . . . a0 =
= 17(anan−1 . . . ak+110k+1 + akak−1 . . . a0)

�®á«¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨ á®ªà é¥¨© ¯®«ãç ¥¬

anan−1 . . . ak+110k+1 = 5akak−1 . . . a0

�¯à ¢  áâ®¨â ç¨á«®, ¬¥ìè¥ 5 · 10k+1. � ç¨â ç¨á«® anan−1 . . . ak+1
á®áâ®¨â ¨§ ®¤®© æ¨äàë (k = n− 1), ¥ ¡®«ìè¥© 4. �® ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
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¨ 1, ¨ 2, ¯®áª®«ìªã ak > 4. �®§¬®¦ë¥ ¢ à¨ âë an = 3 ¨ an = 4
¯à¨¢®¤ïâ ª ¤¢ã¬ á¥à¨ï¬ ¢ ®â¢¥â¥.
4. �â¢¥â: íâ®© æ¨äà®© ¬®¦¥â ¡ëâì â®«ìª® ã«ì.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® \æ¨äà  ¤®¬¨¨àã¥â", ¥á«¨ ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å
æ¨äà ¡®«ìè¥ ¯®«®¢¨ë ¢á¥å æ¨äà ç¨á« .

�®ª ¦¥¬, çâ® æ¨äà  ã«ì ¬®¦¥â ¤®¬¨¨à®¢ âì. �ãáâì ¨§ ç «ì®
¡ë«® ç¨á«® 102100 . �®á«¥ 100 ¯à¥®¡à §®¢ ¨© �ª¨¬  2100 ã«¥© ®áâ -
ãâáï,   ¨§ 1 ¯®«ãç¨âáï ¬¥¥¥ 2100 æ¨äà (§  ®¤® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ª®-
«¨ç¥áâ¢® ¥ã«¥¢ëå æ¨äà ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¢ 2 à § ). �
¨â®£®¢®¬ ç¨á«¥ ã«¨ ¤®¬¨¨àãîâ.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¤àã£¨¥ æ¨äàë ¤®¬¨¨à®¢ âì ¥ ¬®£ãâ. �®á«¥ ¯¥à¢®£®
¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �ª¨¬  ¢ ç¨á«¥ ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® æ¨äàë 1, 2, 4, 6,
8 ¨ 0. �à¨çñ¬ á ã«ï¬¨ ¨ç¥£® ¥ ¯à®¨áå®¤¨â. �áª«îç¨¬ ¨§ ç¨á« 
¢á¥ ã«¨. �¥§ ¨å ¤®¬¨¨à®¢ ¢è ï ¥ã«¥¢ ï æ¨äà 
®áâ ¥âáï ¤®¬¨¨àãîé¥©. �®á¬®âà¨¬, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â
á ®áâ «ìë¬¨ æ¨äà ¬¨ §  8 ¯à¥®¡à §®¢ ¨© �ª¨¬ .

1 6
2 12
4 24
8 48

16 816
212 16212
424 212424
848 424848

16816 84816816

�® äà £¬¥â¥, ¯®«ãç îé¥¬áï ¨§ ª ¦¤®© æ¨äàë
§  8 ¯à¥®¡à §®¢ ¨© �ª¨¬  ¨ ®¤  æ¨äà  ¥ ¤®¬¨-
¨àã¥â. �«ï ¯à®¢¥àª¨ á®áâ ¢¨¬ â ¡«¨æã (á¬. á¯à ¢ ,
¯®á«¥ æ¨äàë 8 ¢ «¥¢®¬ áâ®«¡æ¥ ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯¥à¢®©
áâà®ª¥ æ¥«¨ª®¬). �«ï ¥¤¨¨æë à áá¬®âà¨¬ ¤¥¢ïâãî
áâà®ªã, ¤«ï ¤¢®©ª¨ | è¥áâàãî áâà®ªã (á ¯¥à¥å®¤®¬),
¨ â ª ¤ «¥¥..., ¤«ï è¥áâñàª¨ | ¯à ¢ë© áâ®«¡¥æ ¤¥-
¢ïâ®©.

� §®¡ìñ¬ ª®¥ç®¥ ç¨á«®   äà £¬¥âë, ¯à®¨áå®¤ïé¨¥ ®â ª ¦¤®© ¨§
æ¨äà ç¨á« , ¯®«ãç¥®£® ¯®á«¥ 92 ¯à¥®¡à §®¢ ¨© �ª¨¬ . �¨ª ª ï
æ¨äà  ¥ ¤®¬¨¨àã¥â ¨ ¢ ®¤®¬ ¨§ äà £¬¥â®¢, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥
¤®¬¨¨àã¥â ¢ ç¨á«¥.

�î¦¥â 2
1. �â¢¥â: ¢ë¨£àë¢ ¥â �¨â «¨©.

� ¬®¦¥â ¯à¨¬¥¨âì \á¨¬¬¥âà¨çãî áâà â¥£¨î". �¥à¢ë¬ å®¤®¬ ®
®¡¢¥¤ñâ æ¥âà «ìãî «¨¨î (¬¥¦¤ã 500-®© ¨ 501-®© ª«¥âª ¬¨). � ¯®-
á«¥¤ãîé¨¬¨ å®¤ ¬¨ ¡ã¤¥â ®¡¢®¤¨âì «¨¨î, á¨¬¬¥âà¨çãî ®¡¢¥¤ñ®©
¯à¥¤ë¤ãé¨¬ å®¤®¬ �«¥¡®¬ ®â®á¨â¥«ì® æ¥âà «ì®© «¨¨¨. �®á«¥
ª ¦¤®£® å®¤  �¨â «¨ï ¯®§¨æ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç ,   �«¥¡ ¢ëã¦¤¥  àã-
è âì á¨¬¬¥âà¨î. �á«¨ ã �«¥¡  ¥áâì ¥¯à®¨£àëèë© å®¤, â® ã �¨â «¨ï
â®¦¥  ©¤ñâáï á¨¬¬¥âà¨çë© ¥¯à®¨£àëèë© å®¤. �®¤ë �«¥¡  ª®£¤ -
¨¡ã¤ì § ª®ç âáï ¨ ® ¯à®¨£à ¥â.
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2. �â¢¥â: ¢ë¨£àë¢ ¥â �«¥¡.
�«ï ¢ë¨£àëè  ¥¬ã ¤®áâ â®ç® ®¡¢¥áâ¨ «¨¨î ¢ 4 ª«¥âª å ®â ªà ï

  ¡®«ìè¥© ¨§ ç áâ¥©, ®¡à §®¢ ¢è¨åáï ¯®á«¥ å®¤  �¨â «¨ï. (�®«ìè ï
ç áâì á®áâ®¨â å®âï ¡ë ¨§ 6 ª«¥â®ª, ¯®íâ®¬ã å®¤ ¥ ¯à®¨£àëèë©.)

� ¬®¬¥âã ®ª®ç ¨ï ¨£àë (ª®£¤  ¥â ¥¯à®¨£àëèëå å®¤®¢) ¯®«®á-
ª  ®ª ¦¥âáï à §¤¥«¥  ®¡¢¥¤ñë¬¨ «¨¨ï¬¨   ªãáª¨ ¨§ ¤¢ãå ¨«¨ âàñå
ª«¥â®ª ®¤¨¬ ¨§ ¤¢ãå á¯®á®¡®¢ 11 = 2 + 2 + 2 + 2 + 3 = 2 + 3 + 3 + 3
(¯®àï¤®ª ¥ ¢ ¦¥). �®áª®«ìªã �«¥¡ á¤¥« « ªãá®ª ¨§ ç¥âëàñå ª«¥â®ª,
â® ¢ ¨â®£®¢®¬ à §¡¨¥¨¨ ¡ã¤¥â å®âï ¡ë ¤¢  ¤¢ãåª«¥â®çëå ªãáª . �â®
®§ ç ¥â, çâ® à¥ «¨§ã¥âáï ¯¥à¢ë© ¢ à¨ â á ¯ïâìî ªãáª ¬¨ ¢ ª®æ¥.
� ç¨â ¢á¥£® ¡ë«® á¤¥« ® ç¥âëà¥ å®¤  ¨ ¯®á«¥¤¨© ¥¯à®¨£àëèë©
å®¤ ®áâ «áï §  �«¥¡®¬.

3. �â¢¥â: ¢ë¨£àë¢ ¥â �¨â «¨©.
�«ï ¢ë¨£àëè  ¥¬ã ¤®áâ â®ç® ®¡¢¥áâ¨ «¨¨î ¢¤®«ì ª®à®âª®© áâ®-

à®ë ¢ ®¤®© ª«¥âª¥ ®â ªà ï. �à¨ «î¡®© ¤ «ì¥©è¥© ¨£à¥ (¤¥« ¥âáï
¯à®¨§¢®«ìë© ¥¯à®¨£àëèë© å®¤) ¤® ¯®ï¢«¥¨ï ¯¥à¢®© ®¡¢¥¤ñ®©
ª«¥âª¨ ¡ã¤¥â á¤¥« ® à®¢® ¤¢  ®¡¢¥¤¥¨ï ¤«¨®© «¨¨¨ (á®á¥¤¨¥
«¨¨¨ ®¡¢®¤¨âì ã¦¥ ¥«ì§ï ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ íâ® ¨£à    1 × 7) ¨ ¢á¥
®áâ ¢è¨¥áï 198 ®¡¢¥¤¥¨© ª®à®âª®© «¨¨¨ (â.ª. ¥ ¡ã¤¥â ¤¢ãå á®á¥¤¨å
®¡¢¥¤ñëå ¤«¨ëå). �®íâ®¬ã ¯®á«¥¤¨© ¥¯à®¨£àëèë© å®¤ ®áâ -
¥âáï §  �¨â «¨¥¬.

4. �â¢¥â: ¢ë¨£àë¢ ¥â �«¥¡.
�«ï ¢ë¨£àëè  ® ¬®¦¥â ®¡¢¥áâ¨ «¨¨î, á®á¥¤îî á ®¡¢¥¤ñ®© �¨-

â «¨¥¬   ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ å®¤ã. � ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¬  ¯à ¢«¥¨¨  ¤®
áë£à âì ª ª   ¯®«®áª¥ 1×11,     ®¡¢¥¤¥¨¥ ¯ à ««¥«ì®© «¨¨¨ ®â¢¥-
ç âì ®¡¢¥¤¥¨¥¬ ¯ à ««¥«ì®© (¨å ®áâ «®áì 8, ¨ ¯®â®¬ ¡ã¤¥â ®áâ ¢ âìáï
çñâ®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®).

�î¦¥â 3

1. �®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£¤  ¯¥à¢ë© ¡¥£ã  å®¤¨âáï ¢ ¢¥àè¨¥ ª¢ ¤à -
â , ¢â®à®©  å®¤¨âáï   ¤¨ £® «¨, ªà âç ©è¥¥ à ááâ®ï¨¥ ¤® ª®â®à®©
®â íâ®© ¢¥àè¨ë

√
2/2 ª¬. � ç¨â ¢ íâ®â ¬®¬¥â à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã

¡¥£ã ¬¨ ¥ ¬¥¥¥
√

2/2 ª¬.
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2. �ãâà¨ ¨áå®¤®£® ª¢ ¤à â  ABCD  à¨áã¥¬ ¢¤¢®¥ ¬¥ìè¨© ª¢ ¤à â
EFGH á â¥¬ ¦¥ æ¥âà®¬ O. �á«¨ ®¡  ¡¥£ã  ®¤®¢à¥¬¥®  å®¤ïâ-
áï ¢ãâà¨ ª¢ ¤à â  EFGH, â® à ááâ®ï¨¥
¬¥¦¤ã ¨¬¨ ¥ ¡®«¥¥ 1/2 ª¬ | ¯®áª®«ìªã
®¨  å®¤ïâáï ¢ãâà¨ ®¤®£® ¨§ âà¥ã£®«ì-
¨ª®¢ EOF , FOG, GOH, EOH,  ¨¡®«ì-
è¥¥ à ááâ®ï¨¥ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå |
¤«¨  £¨¯®â¥ã§ë, à ¢ ï 1/2 ª¬.

�®ª ¦¥¬, çâ®  ©¤ñâáï ¬®¬¥â, ª®£¤ 
®¡  ¡¥£ã  ®¤®¢à¥¬¥®  å®¤ïâáï ¢ãâ-
à¨ ª¢ ¤à â  EFGH. �á«¨ ¢ ¬®¬¥â, ª®£¤ 
¯¥à¢ë© ¡¥£ã  å®¤¨âáï ¢ â®çª¥ E ¨ ¡¥¦¨â
¢ áâ®à®ã â®çª¨ G, ¢â®à®© ¡¥£ã  å®¤¨â-
áï ¢¥ ª¢ ¤à â  EFGH, â® ç¥à¥§

√
2/20 ç,

ª®£¤  ¯¥à¢ë© ¡¥£ã ¤®¡¥¦¨â ¤® â®çª¨ G, ¢â®à®© ¡¥£ã ¡ã¤¥â  å®¤¨âáï
¢ãâà¨ ª¢ ¤à â  EFGH.

�â® ¬®¦® ¯®ïâì ¨ ¨§ ¤àã£¨å á®®¡à ¦¥¨©, ¥á«¨ § ¬¥â¨âì, çâ® ¡¥-
£ãë ¯à®¢®¤ïâ ¯®«®¢¨ã ¢à¥¬¥¨¬ (¯®

√
2/20 ç.) ¢ãâà¨ ¨ ¢¥ EFGH.

D

A B

C

O
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K

M

3. �â¢¥â: 1/2 ª¬.
� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥ ¬ë ¤®ª § «¨,

çâ® ¬¨¨¬ «ì®¥ à ááâ®ï¨¥ ¥ ¡®«¥¥
1/2 ª¬. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®â¢¥â  ¤®-
áâ â®ç® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à, ª®£¤  ¬¨¨-
¬ «ì®¥ à ááâ®ï¨¥ à ¢® 1/2 ª¬. � ª
¡ã¤¥â ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ®¤¨ ¡¥£ã  -
ç¨ ¥â ¨§ æ¥âà ,   ¤àã£®© ¨§ ¢¥àè¨-
ë ª¢ ¤à â  ABCD. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥
¢à¥¬ï, ª®£¤  ®¤¨ ¡¥¦¨â ®â æ¥âà  ª
¢¥àè¨¥, ¤àã£®© ¡¥¦¨â ®â ¢¥àè¨ë ª
æ¥âàã, ¨  ®¡®à®â.

�ãáâì ¯¥à¢ë© ¡¥£ã ®â¡¥¦ « ®â æ¥âà  à ááâ®ï¨¥ OK, â®£¤  ¢â®à®©
®â¡¥¦ « ®â ¢¥àè¨ë D (á«ãç © B á¨¬¬¥âà¨ç¥) à ááâ®ï¨¥ DL = OK.
�  «ãç¥ CM , á® ¯à ¢«¥®¬ á DO ¢ë¡¥à¥¬ â®çªã M â ª, çâ® CM =
DL. CDLM | ¯ à ««¥«®£à ¬¬, â.ª. DL ¨ CM à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë
¯® ¯®áâà®¥¨î, á«¥¤®¢ â¥«ì®, LM = 1 ª¬. 4OKL = 4CMK ¯® ¤¢ã¬
ª â¥â ¬: CM = DL = OK ¨ CK = OC−OK = OD−DL = OL. � ç¨â
KM = KL. �® ¥à ¢¥áâ¢ã âà¥ã£®«ì¨ª  KM + KL≥LM = 1 ª¬.
�âªã¤  KL≥1/2 ª¬, â.¥. à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ¡¥£ã ¬¨ ¢á¥£¤  ¥ ¬¥¥¥
1/2 ª¬.
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4. �®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ ¥ª®â®àë©
¬®¬¥â, ª®£¤  ¡¥£ãë  å®¤¨«¨áì ¢ â®ç-
ª å P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥®, à ááâ®ï¨¥
¬¥¦¤ã ¨¬¨ ¡ë«® PQ < m ¬. �¥à¥§√

2/20 ç, ª®£¤  ®¨ ¯à®¡¥£ãâ ¯® ¯®«®-
¢¨¥ ¤¨ £® «¨, ®¨ ¡ã¤ãâ  å®¤¨âìáï
®â ¢¥àè¨ ª¢ ¤à â  A ¨«¨ C ¯¥à¢ë©,
B ¨«¨ D ¢â®à®©   à ááâ®ï¨ïå, á®®â-
¢¥âáâ¢¥® à ¢ëå OP ¨ OQ. �® ¢á¥å
á«ãç ïå à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ¡¥£ã ¬¨ ¢
íâ®â ¬®¬¥â ¡ã¤¥â ®¤¨ ª®¢ë¬. �«ï
®¯à¥¤¥«ñ®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ®¨
 å®¤ïâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ â®çª å K ¨ L, CK = OP , DL = OQ.

� ª ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥,   «ãç¥ CM , á® ¯à ¢«¥®¬ á DO, ¢ë-
¡¥à¥¬ â®çªã M â ª, çâ® CM = DL. CDLM | ¯ à ««¥«®£à ¬¬,
â.ª. DL ¨ CM à ¢ë ¨ ¯ à ««¥«ìë ¯® ¯®áâà®¥¨î, á«¥¤®¢ â¥«ì-
®, LM = 1 ª¬. 4OPQ = 4CKM ¯® ¤¢ã¬ ª â¥â ¬: CK = OP ¨
CM = DL = OQ. � ç¨â KM = PQ. �® ¥à ¢¥áâ¢ã âà¥ã£®«ì¨ª 
KM + KL≥LM = 1 ª¬. �âªã¤  à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ¡¥£ã ¬¨ ¢ íâ®â
¬®¬¥â KL>1ª¬ − KM = 1000¬ − PQ > (1000 −m) ¬. � ¬¥â¨¬, çâ®
¯®«ãç¥ãî ®æ¥ªã ¬®¦® ã«ãçè¨âì.

Решения задач 10–11 класса

�î¦¥â 1
1. � , áãé¥áâ¢ãîâ. � ¯à¨¬¥à, P (x) = Q(x) = x(1− x2) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
ãá«®¢¨î, â.ª. cos x(1−cos2 x)

sin x(1−sin2 x) = cos x sin2 x
sin x cos2 x = tgx.

�à¨¬¥ç ¨¥. �¥ª®â®àë¥ ãç áâ¨ª¨ ¯¨á «¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®â¢¥â  â ª¨¥
äãªæ¨¨ ª ª 1/x,

√
1− x2, ª®â®àë¥, ª®¥ç®, ¥ ï¢«ïîâáï ¬®£®ç«¥ -

¬¨.
2. �â¢¥â: ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �ãáâì P (x) | â ª®©
¬®£®ç«¥, çâ® sin x = P (tgx). � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ x → π/2 (¯à¥¤¥« ®¤-
®áâ®à®¨©, â.ª. x < π/2) tgx → +∞,   sin x → 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

lim
x→+∞

P (x) = 0. �®ª ¦¥¬, çâ® â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â â®«ìª® ã-
«¥¢®© ¬®£®ç«¥. �à®¢¥¤ñ¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n, £¤¥ n |
áâ¥¯¥ì ¬®£®ç«¥  P .

� §  n = 0 ®ç¥¢¨¤ .
�¥à¥å®¤. �ãáâì P (x) = akxk + ak−1xk−1 + · · · + a1x + a0. �®£¤ 

lim
x→+∞

P (x) = lim
x→+∞

x(akxk−1 + ak−1xk−2 + · · · + a1) + a0. � áª®¡ª å
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áâ®¨â ¥ã«¥¢®© ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ k, ¨ ¥£® ¯à¥¤¥« ¯® ¨¤ãªæ¨®®-
¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¥ à ¢¥ ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, lim

x→+∞
x(akxk−1 +

ak−1xk−2 + · · ·+ a1) = ∞,   § ç¨â, ¨ lim
x→+∞

P (x) = ∞.
�â ª, P = 0, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ sin x = 0   ¢áñ¬ ¯à®¬¥¦ãâª¥, çâ®,

®ç¥¢¨¤®, ¥¢¥à®.
3. �â¢¥â: ¯à¨ ¥çñâëå n. � ¯à¨¬¥à, tgx = sin2n+1 x

cos x(1−cos2 x)n .
�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®¤å®¤ïâ â®«ìª® ¥çñâë¥ áâ¥¯¥¨. �ãáâì à áá¬ âà¨-

¢ ¥¬ë© ¨â¥à¢ « ¥ (0, π/2),   (−π/2, π/2) (¯à ¢®¬¥à®áâì â ª®£® à á-
è¨à¥¨ï ¨â¥à¢ «  ¤®ª ¦¥¬ ¨¦¥). �®£¤ 

−tgx = tg(−x) = P (sin(−x))
Q(cos(−x)) = P (− sin x)

Q(cos x) ,

®âªã¤  P ï¢«ï¥âáï ¥çñâ®© äãªæ¨¥© (®¯à¥¤¥«ñ®©   ¯à®¬¥¦ãâª¥
(−1, 1)).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®£®ç«¥ P ¥ á®¤¥à¦¨â ®¤®ç«¥®¢ á
çñâë¬¨ áâ¥¯¥ï¬¨ x. �ãáâì P (x) = anxn + · · · + a1x + a0. �ëçâ¥¬
¨§ ¥£® ®¤®ç«¥ë aix

i á ¥çñâë¬¨ i. � §®áâì ¥çñâëå äãªæ¨©
ï¢«ï¥âáï ¥çñâ®© äãªæ¨¥©, ® ¯®á«¥ â ª®£® ¢ëç¨â ¨ï ¬®£®ç«¥
ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ®¤®ç«¥®¢ ajx

j , £¤¥ j | çñâ®¥ ç¨á«®, â.¥. à §®áâì
ï¢«ï¥âáï çñâ®© äãªæ¨¥©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ  à §®áâì à ¢  ã«î,
â.¥. P á®¤¥à¦¨â «¨èì ®¤®ç«¥ë á ¥çñâë¬¨ áâ¥¯¥ï¬¨ x.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ¯à ¢®¬¥à®áâì à áè¨à¥¨ï ¨â¥à¢ « . �§¢¥áâ®,
çâ® ¯à¨ x ∈ (0, π/2) ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

sin xQ(cos x) = cos xP (sin x) (∗)

(íâ® à ¢¥áâ¢®, ®ç¥¢¨¤®, à ¢®á¨«ì® ¨áå®¤®¬ã). �®ª ¦¥¬, çâ®  
¨â¥à¢ «¥ (−π/2, π/2) ãà ¢¥¨¥ (*) ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®¬.

�ãáâì P (x) = anxn + · · ·+ a1x+ a0, Q(x) = bkxk + · · ·+ b1x+ b0. �®£¤ 
ãà ¢¥¨¥ (*) ¯¥à¥¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥

sin x(an cosn x + · · ·+ a1 cos x + a0) = cos x(bk sink x + · · ·+ b1 sin x + b0).

�¡¥ ç áâ¨ ï¢«ïîâáï ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ®â x ¨ á®¢¯ ¤ îâ   ¨-
â¥à¢ «¥ (0, π/2). �áâà¥¬¨¢ x ª ã«î, ¯®«ãç¨¬ b0 = 0 («¥¢ ï ç áâì áâà¥-
¬¨âáï ª ã«î,   ¯à ¢ ï | ª b0). � «®£¨ç®, ãáâà¥¬«ïï x ª π/2, ¨¬¥¥¬
a0 = 0. �®£¤  ¬ë ¬®¦¥¬ à §¤¥«¨âì ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥áâ¢    sin x cos x:

an cosn−1 x + · · ·+ a1 = bk sink−1 x + · · ·+ b1.
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�¤¥« ¥¬ § ¬¥ã cos x =
√

1− sin2 x (®  ¯à ¢®¬¥à    ¨â¥à¢ «¥
(−π/2, π/2)). �®«ãç¨¬

an(1− sin2 x) n−1
2 + · · ·+ a1 = bk sink−1 x + · · ·+ b1.

�¤®ç«¥ë ¢¨¤  ai(1 − sin2 x) i−1
2 á ¥çñâë¬¨ i ¯¥à¥¥áñ¬ ¢ ¤àã£ãî

ç áâì,   ¨§ ¢á¥å ®¤®ç«¥®¢ â ª®£® ¦¥ ¢¨¤  á çñâë¬¨ i ¢ë¥á¥¬ ¬®-
¦¨â¥«ì

√
1− sin2 x. � áªàë¢ ï áª®¡ª¨ ¨ ¯à¨¢®¤ï ¯®¤®¡ë¥, ¯®«ãç ¥¬

√
1− sin2 xS(sin x) = T (sin x),

£¤¥ S ¨ T | ¥ª®â®àë¥ ®¢ë¥ ¬®£®ç«¥ë.
�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®£®ç«¥ë S ¨ T à ¢ë ã«î (¨ â®£¤  ¨áª®¬®¥ à -

¢¥áâ¢® (*) ¢ë¯®«¥® ¥ â®«ìª®   ¨â¥à¢ «¥ (0, π/2), ® ¨   ¢á¥©
¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©). �®§¢®¤ï ¢ ª¢ ¤à â ¨ ¯®¤áâ ¢«ïï y = sin x, ¯®-
«ãç¨¬

(1− y2)S2(y) = T 2(y). (∗∗)
�®¯ãáâ¨¬, çâ® S 6= 0 (¨ â®£¤  T 6= 0). �ãáâì 1 | ª®à¥ì ªà â®áâ¨

l ¬®£®ç«¥  S ¨ ª®à¥ì ªà â®áâ¨ r ¬®£®ç«¥  t. �®£¤  1 | ª®à¥ì
ªà â®áâ¨ 2r ¬®£®ç«¥  T 2(y) ¨ ª®à¥ì ªà â®áâ¨ 2l + 1 ¬®£®ç«¥ 
(1 − y2)S2(y), â.¥. «¥¢ ï ¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (**) áãâì à §ë¥
¬®£®ç«¥ë. �âáî¤  ¨å à §®áâì (1 − y2)S2(y) − T 2(y) ï¢«ï¥âáï ¥ã-
«¥¢ë¬ ¬®£®ç«¥®¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥ ç¨á«® ª®à¥©.
�® ¯® ãá«®¢¨î à ¢¥áâ¢® ¤®«¦® á®¡«î¤ âìáï ¯à¨ x ∈ (0, π/2), â.¥. ¯à¨
y ∈ (0, 1). �à®â¨¢®à¥ç¨¥.
4. �â¢¥â: n + 1 ª®à¥ì.

�¥à¥¯¨è¥¬ ãà ¢¥¨¥ sin x = P (cos x) ¢ ¢¨¤¥
√

1− x2 = P (x), x ∈
(0, 1).

� áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î
√

1− x2 − P (x). �® â¥®à¥¬¥ �®««ï ¬¥¦¤ã
«î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ª®àï¬¨ íâ®© äãªæ¨¨  ©¤ñâáï ª®à¥ì ¯à®¨§¢®¤®©,
â.¥. ª®à¥ì ãà ¢¥¨ï (

√
1− x2)′ = P ′(x). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ â®-

£® çâ® ¨áå®¤®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥«® m ª®à¥©, á«¥¤ã¥â, çâ® ãà ¢¥¨¥
(
√

1− x2)(m−1) = P (m−1)(x) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤¨ ª®à¥ì (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥-
¨¨ çâ® äãªæ¨ï

√
1− x2 ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¤®áâ â®ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®

à §). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¤®ª § âì, çâ® ¨áå®¤®¥ ãà ¢¥-
¨¥ ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ n + 1 ª®àï, ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¥à §à¥è¨¬®áâì
ãà ¢¥¨ï (

√
1− x2)(m+1) = 0.

�®ª ¦¥¬, çâ® (
√

1− x2)(k) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ®âà¨æ â¥«ì    ¯à®¬¥¦ãâª¥
(0, 1) (¯à¨ k > 0). �®áâà®¨¬ à¥ªãàà¥â® â ª¨¥ ¬®£®ç«¥ë Qk(x), çâ®

(
√

1− x2)(k) = Qk(x)
(1− x2) 2k−1

2
.
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�§¢¥áâ®, çâ® Q0 = 1. �¨ää¥à¥æ¨àãï äãªæ¨î Qk(x)
(1−x2)

2k−1
2

, ¯®«ãç¨¬

(
√

1− y2)(k+1) = Q′
k(x)(1− x2) 2k−1

2 + (2k − 1)xQk(x)(1− x2) 2k−3
2

(1− x2)2k−1 =

= Q′
k(x)(1− x2) + (2k − 1)xQk(x)

(1− x2) 2k+1
2

.

�âáî¤ 
Qk+1 = Q′k(x)(1− x2) + (2k − 1)xQk(x).

� ç áâ®áâ¨, Q0(x) = 1, Q1(x) = −x, Q2(x) = −1, Q3(x) =
−3x, Q4(x) = −3−12x2, ¨ â.¤. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¬®£®-
ç«¥  Qk(x) ®âà¨æ â¥«ìë (¯à¨ k 6= 0). �¡®§ ç¨¬ §  ak

i ª®íää¨æ¨¥â
¯à¨ xi ¢ ¬®£®ç«¥¥ Qk(x). �®ª ¦¥¬ ¯® ¨¤ãªæ¨¨, çâ® ak

i ≤ 0. � § :
Q1(x) = −x. �§ à¥ªãàà¥â®© ä®à¬ã«ë ¤«ï Qk(x) ¯®«ãç ¥¬

ak+1
i = ak

i+1(i + 1)− ak
i−1(i− 1) + (2k− 1)ak

i−1 = ak
i+1(i + 1) + ak

i−1(2k− i).

�® ¨¤ãªæ¨®®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ak
i+1 ¨ ak

i−1 ®âà¨æ â¥«ìë,   i +
1 ¨ 2k − i ¯®«®¦¨â¥«ìë (¯®á«¥¤¨© ª®íää¨æ¨¥â ¯®«®¦¨â¥«¥, â.ª.
áâ¥¯¥ì Qk(x) ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â k). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ak+1

i ≤ 0 (® ¥ ¢á¥
à ¢ë ã«î), ®âªã¤  Qk(x) ¥ ¨¬¥¥â ¯®«®¦¨â¥«ìëå ª®à¥©. �âáî¤ 
á«¥¤ã¥â ¥à §à¥è¨¬®áâì ãà ¢¥¨ï (

√
1− x2)(m+1) = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¨áå®¤®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ n + 1 ª®àï.
�®áâà®¨¬ â ª®© ¬®£®ç«¥ P (x), çâ® ¨áå®¤®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â à®¢®

n + 1 ª®à¥ì. �à¥¤áâ ¢¨¬ íâ®â ¬®£®ç«¥ ¢ ¢¨¤¥ P (x) = A(x− 1/n)(x−
2/n) . . . (x− 1) + ε ¨ ¯®¤¡¥àñ¬ â ª¨¥ A < 0 ¨ 0 ≤ ε < 1. �®«®¦¨¬ ε = 0
(¢ ¯à®æ¥áá¥ à¥è¥¨ï ¥£® ã¢¥«¨ç¨¬). � ¬®£®ç«¥  P (x) n ª®à¥©, á«¥-
¤®¢ â¥«ì®, ¥áâì n − 1 íªáâà¥¬ã¬. �ãáâì § ç¥¨ï ¬®£®ç«¥  P (x) ¢
íâ¨å íªáâà¥¬ã¬ å à ¢® y1, . . . , yn−1. � ä¨ªá¨àã¥¬ â ª®¥ § ç¥¨¥ A,
çâ®¡ë |yk| > 1,   â ª¦¥ çâ®¡ë |P (0)| > 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬,   «î¡®¬ ¯à®-
¬¥¦ãâª¥ ¬®®â®®áâ¨ ¬®£®ç«¥  P (x) ¨¬¥¥âáï å®âï ¡ë ®¤¨ ª®à¥ì
ãà ¢¥¨ï

√
1− x2 = P (x). �®ª ¦¥¬, çâ®   ¯®á«¥¤¥¬ ¯à®¬¥¦ãâª¥ ¬®-

®â®®áâ¨ ¬®£®ç«¥  áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢  ª®àï ¨áå®¤®£® ãà ¢¥¨ï. �
á¨«ã à ¢¥áâ¢  P (1) = 0 x = 1 ï¢«ï¥âáï ª®à¥¬ (® ¢ë¯ ¤ ¥â ¨§ ¨â¥à-
¢ «  (0, 1), ® ¨¦¥, ã¢¥«¨ç¨¢ ε, ¬ë ¥£® ¢¥àñ¬ ¢ ¤ ë© ¨â¥à¢ «). �
â®çª å, ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨åª ¥¤¨¨æ¥, § ç¥¨¥ P (x) ¬¥ìè¥ § ç¥¨ï√

1− x2 (¢ á¨«ã â®£®, çâ® ¯à®¨§¢®¤ ï ¯®á«¥¤¥© äãªæ¨¨ áâà¥¬¨âáï ª
¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¯à¨ x → 1 − 0,   ¯à®¨§¢®¤ ï ¬®£®ç«¥  ®£à ¨ç¥ ).
�® ¢ íªáâà¥¬ã¬¥, ¡«¨¦ ©è¥¬ ª ¥¤¨¨æ¥, § ç¥¨¥ ¬®£®ç«¥  ¡®«ìè¥.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬,   ¯à®¬¥¦ãâª¥ (0, 1] ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â n + 1 ª®à¥ì.
�¥¯¥àì ¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¡à âì â ª®¥ ε (\¯®¤ïâì £à ä¨ª ¬®£®ç«¥ "),
çâ®¡ë   ¨â¥à¢ «¥ (0, 1) ¤ ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥«® n + 1 ª®àï.

�ë¡¥à¥¬ x ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¯à®¬¥¦ãâª  ¬®®â®®áâ¨ â ª®©, çâ®√
1− x2 > P (x). �ë¡¥à¥¬ â¥¯¥àì ε <

√
1− x2 − P (x). �¥¯¥àì ¨áå®¤-

®¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â n + 1 ª®à¥ì   ¨â¥à¢ «¥ (0, 1).

�î¦¥â 2

K

A

X

B

Y

L
1. �¯ãáâ¨¬   ¯àï¬ãî,á®¤¥à¦ éãî ®âà¥§®ª «®-
¬ ®©, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ¨§ â®ç¥ª A ¨ B ¢ â®çª¨
K ¨ L á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®§¬ñ¬ ¤¢¥ â®çª¨ X ¨
Y   íâ®© ¯àï¬®©, ®¡¥ ¯® ¤àã£ãî áâ®à®ã ®â K
®â®á¨â¥«ì® L, X ¤ «ìè¥ ®â K, ç¥¬ Y . �ãáâì
¬ë ¯¥à¥¤¢¨ã«¨áì ®â X ª Y . � âà¥ã£®«ì¨ª å XY A ¨ XY B ã£«ë XY A
¨ XY B âã¯ë¥, ¯®íâ®¬ã, ª®£¤  ¬ë ¯¥à¥¤¢¨£ ¥¬áï ®â â®çª¨ X ª â®çª¥
Y ®¡  à ááâ®ï¨ï ¤® â®ç¥ª A ¨ B ã¬¥ìè îâáï. �á«¨ ¦¥ ¤¢¨£ âìáï ®â
â®çª¨ Y ª â®çª¥ X, â® ®¡  à ááâï¨ï ã¬¥ìè âáï. �®íâ®¬ã â®çª¨ X
¨ Y ®¤®¢à¥¬¥® ¥ ¬®£ãâ «¥¦ âì   ®âà¥§ª¥ «®¬ ®©. �âªã¤  ®ç¥-
¢¨¤®, çâ® ¨ ®¤  ¨§ â®ç¥ª «ãç  LK §  â®çª®© K ¥ ¬®¦¥â «¥¦ âì
  ®âà¥§ª¥ «®¬ ®©. � «®£¨ç®, ¨ á ¤àã£®© áâ®à®ë ®â ®âà¥§ª  KL.
� ç¨â, ¢¥áì ®âà¥§®ª «®¬ ®© ¯®«®áâìî «¥¦¨â ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ K ¨ L,
çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ®ª § âì.

2. � áá¬®âà¨¬ «®¬ ãî ACB ¬ ªá¨¬ «ì®© ¤«¨ë. �¯ãáâ¨¬ ¨§ â®çª¨
B ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà   ¯àï¬ãî AC. �ãáª © ® ã¯ « ¢ â®çªã D. �ç¥¢¨¤®,
çâ® â®çª  C ¥ ¬®¦¥â «¥¦ âì   «ãç¥ AD §  â®çª®© D, ¨ ç¥ ¯à¨ ¤¢¨-
¦¥¨¨ ®â â®çª¨ D ª â®çª¥ C ¬ë ã¤ «ï¥¬áï ®â â®çª¨ A. �¥¦ âì   «ãç¥
DA §  â®çª®© A â®çª  C, ®ç¥¢¨¤®, â®¦¥ ¥ ¬®¦¥â. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ® 
«¥¦¨â   ®âà¥§ª¥ AD. � ¬¥â¨¬, çâ® «®¬  ï ADB â®¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨ï¬ (I) ¨ (II). �á«¨ C ¥ á®¢¯ ¤ ¥â D, â®, ¯® ¥à ¢¥áâ¢ã âà¥ã£®«ì-
¨ª , ¤«¨  ®âà¥§ª  CB ¬¥ìè¥, ç¥¬ áã¬¬  ¤«¨ ®âà¥§ª®¢ CD ¨ DB.
�®íâ®¬ã, ¥á«¨ C ¥ à ¢® D, â® ¤«¨  «®¬ ®© ADB ¡®«ìè¥, ç¥¬ «®-
¬ ®© ACB, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ ¤«¨ë «®¬ ®© ACB.
�®íâ®¬ã â®çª  C á®¢¯ ¤ ¥â á D, â® ¥áâì ∠ACB = π

2 , çâ® ®§ ç ¥â, çâ®
â®çª  C «¥¦¨â   ®ªàã¦®áâ¨, ¯®áâà®¥®©   ®âà¥§ª¥ AB, ª ª   ¤¨ -
¬¥âà¥. �¡®§ ç¨¬ ¤«¨ë ®âà¥§ª®¢ AC ¨ CB §    ¨ á á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�® â¥®à¥¬¥ �¨ä £®à , a2 + c2 = 1. �®ª ¦¥¬, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì ï ¤«¨ 
«®¬ ®© ¤®áâ¨£ ¥âáï, ª®£¤  â®çª  C «¥¦¨â   á¥à¥¤¨¥ ¤ã£¨ AB. �
íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ñ ¤«¨  ¡ã¤¥â à ¢ 

√
2. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ® ¥ ¬¥ìè¥,
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ç¥¬   + á.

0 6 (a− c)2 =⇒ 2ac 6 a2 + c2 =⇒ 2ac 6 1 =⇒
=⇒ a2 + c2 + 2ac 6 2 =⇒ a + c 6

√
2

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«¨  ¬ ªá¨¬ «ì®© «®¬ ®© à ¢ 
√

2.
3. �â¢¥â: 3/2.

� ¬¥â¨¬, çâ® ã «®¬ ®© AXY B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î áî¦¥â ,
¤®«¦ë ¡ëâì ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ :

∠AXB > π

2 , ∠AY B > π

2 , ∠AXY > π

2 , ∠XY B > π

2 (∗)

� íâ®¬ «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ®â ¯à®â¨¢®£®: ¯à¨  àãè¥¨¨ ®¤®£® ¨§ íâ¨å
á¢®©áâ¢ ¬®¦®  ©â¨ â®çª¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢¥àè¨ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
ã£« , ¢ ª®â®àëå, ¤¢¨£ ïáì ¯® «®¬ ®© ®â A ª B, ¬ë ¡ã¤¥¬ ã¤ «ïâìáï
®â B ¨«¨ ¯à¨¡«¨¦ âìáï ª A. �®«¥¥ â®£®, íâ¨ á¢®©áâ¢  ¤®áâ â®çë ¤«ï
âàñå§¢¥®© «®¬ ®©, çâ®¡ë ¡ë«¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï áî¦¥â .

� áá¬®âà¨¬ á¯¥à¢  á«ãç ©, ª®£¤  â®çª¨ X ¨ Y «¥¦ â ¯® ®¤ã áâ®à®ã
®â ¯àï¬®© AB.

A B

X YX'
Y'� á¨«ã á¢®©áâ¢ (∗) â®çª¨ X ¨ Y «¥¦ â ¢

¯®«ãªàã£¥ (¢®§¬®¦®,   ¥£® £à ¨æ¥), ¯®-
áâà®¥®¬   AB ª ª   ¤¨ ¬¥âà¥. �à®-
¤«¨¬ ¯àï¬ãî (XY ) ¤® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á ¯®-
«ã®ªàã¦®áâìî, ¨ ¯®«ãç¨¬ â®çª¨ X ′ ¨ Y ′

á®®â¢¥âáâ¢¥® (á¬ à¨áã®ª). � á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  âà¥ã£®«ì¨ª  ¤«¨ 
«®¬ ®© AX ′Y ′B ¥ ã¬¥ìè¨« áì,   ¯®áª®«ìªã â®çª¨ X ′ ¨ Y ′ «¥¦ â  
¯®«ã®ªàã¦®áâ¨, á¢®©áâ¢  (∗) ¢ë¯®«ïîâáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥ ã¬ «ïï
®¡é®áâ¨, áç¨â ¥¬ çâ® â®çª¨ X ¨ Y «¥¦ â   ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨.

�ãáâì O | á¥à¥¤¨  ®âà¥§ª  AB (¨ æ¥âà  è¥© ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨).
�®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ∠AOX > ∠XOY > ∠Y OB. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á-
«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ íâ¨å ¥à ¢¥áâ¢  àãè ¥âáï, ¬ë ¬®¦¥¬ ®âà §¨âì
â®çªã X ®â®á¨â¥«ì® ¡¨áá¥ªâà¨áë ∠AOY ¨«¨ â®çªã Y ®â®á¨â¥«ì®
¡¨áá¥ªâà¨áë ∠XOB | ¯à¨ íâ¨å ¤¥©áâ¢¨ïå ¤«¨  «®¬ ®© á®åà ï¥â-
áï, ¨ ¨â¥à¥áãîé¨¥  á á¢®©áâ¢  ¥  àãè îâáï | ¨ ¯®¢â®àïâì íâ¨
¤¥©áâ¢¨ï ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  æ¥âà «ìë¥ ã£«ë ¥ ¡ã¤ãâ ã¯®àï¤®ç¥ë.

P Q

N
M

�®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¨¬ ä ªâ®¬: ¥á«¨
  ¤ã£¥ PQ ¥ª®â®à®© ®ªàã¦®áâ¨ ¥áâì
â®çª¨ M ¨ N , ¯à¨çñ¬ PM < QN (á¬ à¨áã-
®ª), â® PM + MQ < PN + NQ. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, ¥á«¨ ®¡®§ ç¨âì ã£«ë: α = ∠PQM , β = ∠NPQ, δ = ∠MQN =
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∠MPN , â® ¯® â¥®à¥¬¥ á¨ãá®¢ ¨¬¥¥¬:

(PM + MQ)− (PN + NQ) =
= 2R

(
sin α + sin(β + δ)

)− 2R
(
sin(α + δ) + sin β

)
=

= 2R
(
sin α− sin(α + δ) + sin(β + δ)− sin β

)
=

= 2R
(
2 sin(−δ/2) cos(α + δ/2) + 2 sin(δ/2) cos(β + δ/2)

)
=

= 4R sin(δ/2)
(
cos(β + δ/2)− cos(α + δ/2)

)
< 0

¯®áª®«ìªã δ > 0,   β > α, ¢ á¨«ã ç¥£® cos(β + δ/2) < cos(α + δ/2).
�¥à¥¬áï ª à¥è¥¨î § ¤ ç¨.
�á«¨ ∠XOY > π

3 , ¢ë¡¥à¥¬ â®çªã Y ′   ¤ã£¥ XB â ª çâ® ∠XOY ′ =
π
3 . �®£¤ , ¢ á¨«ã ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ æ¥âà «ìëå ã£«®¢ ¨ â®«ìª® çâ®
¤®ª § ®£® ä ªâ , ¨¬¥¥¬: XY ′ + Y ′B > XY + Y B, â® ¥áâì § ¬¥ 
â®çª¨ Y   Y ′ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â ¤«¨ã «®¬ ®©.

A B

X
Y

O

�á«¨ ¦¥ ∠XOY < π
3 , ¢ë¡¥à¥¬ â®çªã X ′  

¤ã£¥ AY â ª çâ® ∠X ′OY = π
3 . �®£¤    -

«®£¨ç® ¨¬¥¥¬: AX ′ + X ′Y > AX + XY ,
â® ¥áâì § ¬¥  â®çª¨ X   X ′ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â
¤«¨ã «®¬ ®©.

�â ª, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ∠XOY = π
3 .

�¥¯¥àì ®âà §¨¬ â®çªã X ®â®á¨â¥«ì® ¡¨áá¥ªâà¨áë ∠AOY (¤«¨ 
«®¬ ®© ¯à¨ íâ®¬ ¥ ¨§¬¥¨âáï), ¨ ¯®«ãç¨¬, çâ® ∠AOX = π

3 ,  
∠XOB = 2π

3 .
�¥¯¥àì, ¯®«ì§ãïáì â¥¬ ¦¥ ä ªâ®¬, ¯¥à¥¬¥áâ¨¬ â®çªã Y ¢ á¥à¥¤¨-

ã ¤ã£¨ XB (¥á«¨ ®  ¥é¥ ¥ â ¬), ¤«¨  «®¬ ®© á®¢  ã¢¥«¨ç¨âáï.
�®«ãç¨«®áì á«¥¤ãîé¥¥ ¯®«®¦¥¨¥ â®ç¥ª A, X, Y , B: íâ® \¯®«®¢¨ "
¯à ¢¨«ì®£® è¥áâ¨ã£®«ì¨ª  (á¬ à¨áã®ª).

A B

X Y

O

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ ¯®-
«®¦¥¨ï â®ç¥ª X ¨ Y ¥ á®¢¯ ¤ îâ á â¥¬¨,
ª®â®àë¥ ã  á ¯®«ãç¨«¨áì ¢ ª®æ¥, â® ¤«¨-
ã «®¬ ®© ¬®¦® ã¢¥«¨ç¨âì á á®åà ¥¨-
¥¬ ãá«®¢¨© áî¦¥â .

�«¨  «®¬ ®© ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯®«ãç¨¢è¥¬áï ¢ à¨ â¥, ª ª ¥âàã¤®
¢ëç¨á«¨âì, à ¢  3/2.

BA

X'

Y'
Y

X� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á«ãç ©, ª®£¤  â®çª¨
X ¨ Y «¥¦ â ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â ¯àï-
¬®© (AB). �¤¥áì ¬ë ¬®¦¥¬ § ¬¥¨âì ¯®-
«®¦¥¨ï â®ç¥ª   X ′ ¨ Y ′ | â ª¨¥, çâ®
AX ′ ⊥ X ′Y ′ ¨ X ′Y ′ ⊥ Y ′B (á¬ à¨áã®ª). �¡®§ ç¨¬ x |
à ááâ®ï¨¥ ®â â®çª¨ A ¤® â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®âà¥§ª  XY á ¯àï¬®© AB,  
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α = ∠BAX ′. �®£¤  ¤«¨  «®¬ ®© à ¢ : x sin α+x cos α+(1−x) cos α+
(1 − x) sin α = sin α + cos α, çâ® ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  ¯à¨ α = π/4, â®
¥áâì ¬ ªá¨¬ «ì ï ¤«¨  «®¬ ®© ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à ¢ 

√
2, çâ® ¬¥ìè¥

¬ ªá¨¬ã¬  ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ á«ãç ¥.
4. �â¢¥â: ¤ , ¤«¨  «®¬ ®© á á®åà ¥¨¥¬ ãá«®¢¨© áî¦¥â  ¬®¦¥â
¡ëâì áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè®©.

�®áâà®¨¬ â ªãî «®¬ ãî.

A B

P

Q

L1

L2

L3

L4

K1

K2

K3

K4

�ãáâì APBQ | à®¬¡, ¨ ∠PAQ =
α < π/2. �§ â®çª¨ P ®¯ãáâ¨¬ ¯¥à-
¯¥¤¨ªã«ïàë   áâ®à®ë à®¬¡ ,
¯®«ãç¨¬ â®çª¨ K1 ¨ L1, ¨§
¨å ®¯ãáâ¨¬ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë
  ¡«¨¦ ©é¨¥ ª ¨¬ áâ®à®-
ë à®¬¡ , ¯®«ãç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¥-
® â®çª¨ K2 ¨ L2, ¨ â ª ¤ «¥¥ (á¬
à¨áã®ª). �á®, çâ® ã£®« ¬¥¦¤ã á®á¥¤-
¨¬¨ ãç áâª ¬¨ «®¬ ®© ¡ã¤¥â à ¢¥ α,   ã£®« ¬¥¦¤ã «î¡ë¬ ãç áâª®¬
«®¬ ®© ¨ ®âà¥§ª®¬ AB ¡ã¤¥â à ¢¥ π−α

2 . �¤¥« ¥¬ â ª¨å ¯®áâà®¥¨©
¤®áâ â®ç® ¬®£®, çâ®¡ë ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¨   ®âà¥§®ª AB ¯®ªàëâì
¡®«ìè¥ ¯®«®¢¨ë ¥£® ¤«¨ë,   § â¥¬ á®¥¤¨¨¬ Kn ¨ Ln á â®çª ¬¨ A ¨ B
á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª X ¨ Y   íâ®©
«®¬ ®©, ¥á«¨ X ¡«¨¦¥ ª â®çª¥ A "¯® ¯ãâ¨   «®¬ ®©", â® ∠AXY > π

2
¨ ∠XY B > π

2 , â® ¥áâì Y ¤ «ìè¥ ¯® à ááâ®ï¨î   ¯«®áª®áâ¨ ®â A, ç¥¬
X, ¨ ¡«¨¦¥ ª B, ç¥¬ X.

�«¨  áà¥¤¥£® ãç áâª  ¯®áâà®¥®© «®¬ ®© ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¨  
®âà¥§®ª AB ã¬¥ìè ¥âáï ¢ sin(α/2) à §, ¯®íâ®¬ã ¤«¨  íâ®£® ãç áâª 
¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ 1

sin(α/2) ,   ¢ë¡¨à ï α ¤®áâ â®ç® ¬ «ë¬, íâ® ç¨á«® ¬®¦®
á¤¥« âì áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¬.

�î¦¥â 3
1. �®¯ãáâ¨¬, çâ® à §®áâì ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¥ à ¢  ã«î. �®£¤ 
¬ë ¬®¦¥¬ ã¯®àï¤®ç¨âì ¯® ¢®§à áâ ¨î ç«¥ë íâ®© ¯à®£à¥áá¨¨: a1 <
a2 < a3 < a4. �®£¤  a1 + a2 < a1 + a3 < a1 + a4 < a2 + a4 < a3 + a4,
® íâ¨ ¯ïâì à §«¨çëå ç¨á¥« ¯® ãá«®¢¨î ¤®«¦ë ¡ëâì ç«¥ ¬¨ ¢â®à®©
ç¥âëàñåç«¥®© ¯à®£à¥áá¨¨, çâ® ¥¢®§¬®¦®.
2. �ãáâì ¯¥à¢ ï ¯à®£à¥áá¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤ {an} (á à §®áâìî d1),   ¢â®-
à ï | {bn}(n ∈ Z) (c à §®áâìî d2). �®£¤  a0 + a1 ¨ a0 + a2 | ç«¥ë
¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨å à §®áâì à ¢  kd2(k ∈ Z). �
¤àã£®© áâ®à®ë, ®ç¥¢¨¤®, ¨å à §®áâì à ¢  d1. �â ª, d1 = kd2. �®-
¬¥ï¢ ¯à®£à¥áá¨¨ ¬¥áâ ¬¨, ¯®«ãç¨¬ d2 = k′d1. �âáî¤  d1 = d2.
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3. �â¢¥â: ¤«ï à æ¨® «ìëå x.
�ãáâì x = a/b. �ãáâì ª ¦¤ ï ¯à®£à¥áá¨ï á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¤à®¡¥©

(¢®§¬®¦®, á®ªà â¨¬ëå) á® § ¬¥ â¥«¥¬ b. �ç¥¢¨¤®, â ª®© ¯à¨¬¥à
¯®¤å®¤¨â ¯®¤ ãá«®¢¨¥ § ¤ ç¨.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® x ®¡ï§ ® ¡ëâì à æ¨® «ìë¬.
�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ   ¬ ¨§¢¥áâ®, çâ® à §®áâ¨ ¯à®£à¥áá¨© à ¢-

ë. �¡®§ ç¨¬ íâã à §®áâì §  d.
�®ª ¦¥¬, çâ® «î¡®© ç«¥ ¯à®£à¥áá¨¨ ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª áã¬¬ã

¤¢ãå ç«¥®¢ ¤àã£®© ¯à®£à¥áá¨¨. �ãáâì ¬ë å®â¨¬ ¯®«ãç¨âì bi. �«®¦¨¬
a0 ¨ a1. �®«ãç¨¬ ¥ª®â®à®¥ ç¨á«® bk. �á«¨ i > k, â® bi = a0 + ai−k+1,  
¥á«¨ i < k, â® bi = ak−i + a1.

�à¥¤áâ ¢¨¬ x ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ç«¥®¢ ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨, â®£¤ 
x = 4014 + nd. �à¥¤áâ ¢¨¬ 2007 ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ç«¥®¢ ¢â®à®©
¯à®£à¥áá¨¨: 2007 = 2x + md = 8028 + d(m + 2n). �âáî¤  d = 2007−8028

m+2n ,
â.¥. d à æ¨® «ì®. �âáî¤  x = 4014 + nd â®¦¥ à æ¨® «ì®.
4. �ãáâì x | ç«¥ ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨, d | ¥¥ à §®áâì, r | à §®áâì
¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨. �®£¤  ¢ ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¨¬¥îâáï ç¨á«  x − d
¨ x + d,   § ç¨â, ¢® ¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¨¬¥îâáï ç¨á«  x2, x(x − d) =
x2 − dx, x(x + d) = x2 + dx, (x − d)(x + d) = x2 − d2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® ç¨á«  dx = x2 − (x2 − dx) ¨ d2 = x2 − (x2 − d2) ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë ¢ ¢¨¤¥
k1r ¨ k2r á®®â¢¥âáâ¢¥®, £¤¥ k1, k2 { æ¥«ë¥ ç¨á« . �.ª. d 6= 0, â® ¨
k2r 6= 0. �®£¤  ç¨á«® x/d = dx/d2 = k1r/k2r = k1/k2 | à æ¨® «ì®.
�.¥. áãé¥áâ¢ã¥â à æ¨® «ì®¥ ç¨á«® q â ª®¥, çâ® x = qd. �á«¨ q = 0,
â® x = 0 ¨ x3 | æ¥«®¥ ç¨á«®. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ à áá¬®âà¨¬ ç¨á«®
q4d4 − q2d4 = x4 − d2x2 = (x2 + dx)(x2 − dx), ª®â®à®¥ ¥áâì ç«¥ ¯¥à¢®©
¯à®£à¥áá¨¨, ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ç«¥®¢ ¢â®à®© ¯à®£à¥á¨¨. �®íâ®¬ã
(q4 − q2)d4 = x + kd = (q + k)d ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® k, ®âªã¤  d3 =

q+k
q4−q2 | à æ¨® «ì®,   § ç¨â ¨ x3 = q3d3 | à æ¨® «ì®.

�á¥ ç«¥ë ¯¥à¢®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤ (q+k)d, £¤¥ k | æ¥«®¥ ç¨á«®,
  ¨å ªã¡ë ¨¬¥îâ ¢¨¤ (q + k)3d3, â.¥. ¢á¥ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë ¢ ¢¨¤¥ ¤à®¡¥© á
®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ § ¬¥ â¥«¥¬ (à ¢ë¬ § ¬¥ â¥«î ¤à®¡¨ q3d3). �® ¦¥
¢¥à® ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¢â®à®© ¯à®£à¥áá¨¨. �ãáâì â®£¤  y { ªã¡ ª ª®£®-
â® ç«¥  ®¤®© ¨§ ¯à®£à¥áá¨©, ¨¬¥îé¨© ¬ ªá¨¬ «ìë© § ¬¥ â¥«ì s
áà¥¤¨ § ¬¥ â¥«¥© ªã¡®¢ ®¡¥¨å ¯à®£à¥áá¨©. �®£¤  ç¨á«® y2 ï¢«ï¥âáï
ªã¡®¬ ç«¥  ¤àã£®© ¯à®£à¥áá¨¨ ¨ ¨¬¥¥â § ¬¥ â¥«ì s2, á«¥¤®¢ â¥«ì®
(¯® ¢ë¡®àã y) s2 ≤ s ¨ s = 1. � ç¨â, ¢á¥ íâ¨ ªã¡ë ï¢«ïîâáï æ¥«ë¬¨
ç¨á« ¬¨, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.


