
Ðåøåíèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà îëèìïèàäû ÞÌØ 2010 ãîäà.

6 êëàññ

1. Çà êðóãëûé ñòîë ñåëè 7 áðàòüåâ-ãíîìîâ. Ãíîìû âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó âñåì ñòàðøèì áðàòüÿì,
à ìëàäøèì � âñåãäà âðóò. Êàæäûé ãíîì ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: �Âñå çäåñü ïðèñóòñòâó-
þùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó�. Â êàêîì ïîðÿäêå ñèäÿò ãíîìû? (Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü
ñâîé îòâåò!)

Ðåøåíèå: Óòâåðæäåíèå "Âñå çäåñü ïðèñóòñòâóþùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó"èñòèííî äëÿ
ñàìîãî ìëàäøåãî ãíîìà è ëîæíî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñàìûé ìëàäøèé ãíîì
ñêàçàë ïðàâäó, à îñòàëüíûå � ñîâðàëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ãíîì, êðîìå ñàìîãî ìëàäøåãî,
ãîâîðèë ñ áîëåå ìëàäøèì ãíîìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãíîìû ñèäÿò ïî êðóãó â ïîðÿäêå "îò ñòàðøåãî
ê ìëàäøåìó à ñàìûé ñòàðøèé ãíîì ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîñåäîì ñàìîãî ìëàäøåãî.

2. ×àñû ñïåøàò íà 2 ÷àñà â íåäåëþ. Â ïîëíî÷ü ñ âîñêðåñåíüÿ íà ïîíåäåëüíèê èõ ïîñòàâèëè òî÷íî.
Êàêîå âðåìÿ áóäåò íà ñàìîì äåëå, êîãäà â ÷åòâåðã ýòè ÷àñû ïîêàæóò ðîâíî 13:00?

Ðåøåíèå: Çà íåäåëþ ýòè ñïåøàùèå ÷àñû óñïåâàþò ïðîéòè ñ ïîíåäåëüíèêà, 0:00, äî ñëåäóþùåãî
ïîíåäåëüíèêà, 2:00. ×åòâåðã, 13:00 � ýòî êàê ðàç ñåðåäèíà ýòîãî ïóòè. Çíà÷èò, ïðîøëî ðîâíî
ïîëíåäåëè, è íà ñàìîì äåëå ñåé÷àñ ÷åòâåðã, 12:00.

3. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû ÷èñëà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ñíà÷àëà îäíà åäèíèöà, ïîòîì äâå äâîéêè,
ïîòîì òðè òðîéêè è òàê äàëåå äî 9, çàòåì äåñÿòü ðàç ÷èñëî 10, îäèííàäöàòü ðàç ÷èñëî 11 è òàê
äàëåå. Íàéäèòå 1000-þ öèôðó â ýòîé ñòðî÷êå.

Ðåøåíèå: Â ñòðî÷êå ñíà÷àëà âûïèñàíû 45 = 1+2+ ...+9 öèôð, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîçíà÷íûì
÷èñëàì, à ïîòîì íà÷èíàþòñÿ äâóçíà÷íûå. ×èñëà ñ 10 ïî 31 çàíèìàþò åùå 2(10+11+...+31) = 902
öèôð. Èòîãî, ïîêà ÷òî âûïèñàíû 45 + 902 = 947 öèôð. Äàëåå, ìû 32 ðàçà ïèøåì ÷èñëî 32, ýòî
çàéìåò 2 · 32 = 64 öèôð, ñëåäîâàòåëüíî, 1000-íàÿ öèôðà áóäåò ëèáî 3, ëèáî 2. Òàê êàê îñòàëîñü
53 öèôðû, òî ýòî áóäåò èìåííî 3.

4. A, B, C,D � ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ öèôðû (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ). ×åòûðüìÿ çâ¼çäî÷êàìè
îáîçíà÷åíî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç òåõ æå öèôð A�D â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Ðåøèòå ÷èñëîâîé ðåáóñ:

ABCD +DCBA+ ∗∗∗∗ = 12300.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî A íå ìîæåò áûòü 5 èëè áîëüøå, òàê êàê 5678 + 8765 óæå áîëüøå 12300.
Çíà÷èò, ABCD ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 1234, 2345, 3456 èëè 4567. Ïîñ÷èòàåì äëÿ êàæäîãî èç
ýòèõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 12300−ABCD−DCBA. Îíî äîëæíî ðàâíÿòüñÿ
∗∗∗∗, òî åñòü, äîëæíî áûòü ñîñòàâëåíî èç öèôð A, B, C, D. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè ABCD = 2345 (â ýòîì ñëó÷àå ∗∗∗∗ = 4523).

5. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå
îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?

Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, è ïðàâäà, ñðåäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå îêàçàëîñü íè îäíîãî êâàäðà-
òà. Òîãäà ìèíèìàëüíûé ïî ïëîùàäè âîçìîæíûé ïðÿìîóãîëüíèê - ýòî ïðÿìîóãîëüíèê 2õ3. Îí
çàíèìàåò 6 êëåòîê. Çíà÷èò, â ñóììå, 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàíèìàþò íå ìåíüøå, ÷åì 11 · 6 = 66
êëåòîê. Íî âåäü íà äîñêå âñåãî 8 · 8 = 64 êëåòêè! Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå óêàçûâàåò íà òî,
÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî. Òî åñòü, õîòü îäèí êâàäðàò òî÷íî áóäåò.

6. Ïåòÿ íàðèñîâàë êðóã è îòìåòèë íà íåì 25 òî÷åê. Ïîòîì Âèòÿ ïðîâåë êàêèå-òî 6 îòðåçêîâ ñ
êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ ñìîæåò ïðîâåñòè åùå îäèí òàêîé
îòðåçîê, íå èìåþùèé îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíèì èç ïðîâåäåííûõ Âèòåé.

Ðåøåíèå: 6 îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ Âèòåé, çàíÿëè êàêèå-òî 6 · 2 = 12 òî÷åê èç äâàäöàòè ïÿòè,
èìåþùèõñÿ íà îêðóæíîñòè, è ðàçáèëè îêðóæíîñòü íà 12 äóã. Îñòàëîñü åùå 13 �ñâîáîäíûõ�
òî÷åê, êàê-òî ðàñïðåäåëåííûõ ïî ýòèì 12 äóãàì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ õîòÿ áû
â îäíó äóãó ïîïàëî êàê ìèíèìóì 2 òî÷êè. Ïåòÿ ìîæåò èõ ñîåäèíèòü, è ýòîò îòðåçîê íå áóäåò
ïåðåñåêàòü íè îäèí èç óæå èìåþùèõñÿ.



7. Òðèäöàòü øåñòü êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð çà 35 äíåé (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà
ñ êàæäîé, â äåíü èãðàÿ ïî ìàò÷ó). Çà ïîáåäó â ìàò÷å äàâàëè 3 î÷êà, à çà íè÷üþ � îäíî.
Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõ ëèáî âäâîå áîëüøå ÷èñëà ïîðàæåíèé,
ëèáî âäâîå ìåíüøå ÷èñëà ïîáåä. Áîëüøå âñåõ î÷êîâ íàáðàë �Çåíèò�. Äîêàæèòå, ÷òî è çà äâà
äíÿ äî êîíöà ó �Çåíèòà� î÷êîâ áûëî áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì, ÷òî â èòîãå êîëè÷åñòâî î÷êîâ ó êàæäîé êîìàíäû êðàòíî 7. Ïóñòü ó íåêî-
òîðîé êîìàíäû � n ïîðàæåíèé è 2n íè÷üèõ. Òîãäà ó íå¼ âñåãî 35-3n âûèãðûøåé, ïîýòîìó îíà
íàáðàëà 3(35 − 3n) + 4n = 105 − 7n î÷êîâ. Åñëè æå ó êîìàíäû m íè÷üèõ è 2m âûèãðûøåé,
òî îíà íàáðàëà 6m + m = 7m î÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíöå òóðíèðà ó �Çåíèòà� � õîòÿ áû
íà 7 î÷êîâ áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû. Òåïåðü óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî çà îäèí äåíü ðàçíèöà ìåæäó êîëè÷åñòâîì íàáðàííûõ î÷êîâ ó äâóõ
êîìàíä ìîæåò èçìåíèòüñÿ ìàêñèìóì íà òðè î÷êà.


