
Ðåøåíèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà îëèìïèàäû ÞÌØ 2010 ãîäà.

8 êëàññ

1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî (2n+3)(n+1)−(n−3)(n+2)
(2n+3)2−3(n+1)(n+3)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå.Äàâàéòå ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå: â ÷èñëèòåëå ïîëó÷èòñÿ
(2n2+5n+3)−(n2−n−6) = n2+6n+9, à â çíàìåíàòåëå � (4n2+12n+9)−3(n2+4n+3) = n2. Èòàê,

ó íàñ ïîëó÷èëàñü äðîáü (n+3)2

n2 = ( (n+3)
n

)2. Ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (n+3)
n

� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå âåðíî, òîëüêî
åñëè n + 3 äåëèòñÿ íà n, òî åñòü 3 äåëèòñÿ íà n. Òàê êàê ó ÷èñëà 3 òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëÿ � 3 è n, òî îòâåò � {3, n}.

2. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå
îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè ïðÿìîãîóãîëüíèêîâ íåò íè îäíîãî êâàäðàòà. Ïóñòü îäèí èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ � a×b êëåòîê, ãäå a > b. Òîãäà b > 2, ïîýòîìó a > 3, è ab > 6. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîùàäü êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìåíåå 6 êëåòîê. Èòàê, âñå 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ äîëæíû
çàíèìàòü íå ìåíåå 66 êëåòîê, â òî æå âðåìÿ íà íàøåé äîñêå âñåãî 64 êëåòêè.

3. Â âûðàæåíèè (x2 − 1)(9y2 − 1) + 5xy çàìåíèòå ÷èñëî 5 íà êàêîå-íèáóäü äðóãîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî òàê, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå ðàñêëàäûâàëîñü íà ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå. Ðàñêðîåì ñêîáêè è çàïèøåì íàøå âûðàæåíèå òàê: (9x2y2 + 1) − (9y2 + x2) + 5xy.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî (3xy + 1)2 − 6xy, a âòîðîå � −(3y − x)2 − 6xy. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè çàìåíèòü 5 íà 12, òî èñêîìîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä (3xy + 1)2 − (3y − x)2 =
(3xy + 1− 3y + x)(3xy + 1 + 3y − x).

4. Íàéäèòå âñå äâóçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ó êîòîðûõ öèôðà åäèíèö ðàâíà êîëè÷åñòâó îä-
íîçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, à öèôðà äåñÿòêîâ � êîëè÷åñòâó äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü íàøå ÷èñëî x = ab, ãäå a 6= 0. Åñëè x äåëèòñÿ íà d, è x = d · d1, òî îáà
÷èñëà d, d1 íå ìîãóò áûòü äâóçíà÷íûìè (èíà÷å x > 10 · 10 = 100). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî îíè
îáà � öèôðû, ëèáî îäíî èç íèõ � öèôðà, à âòîðîå � äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ó x
êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé-öèôð íå ìåíåå êîëè÷åñòâà äâóçíà÷íûõ äåëèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, a 6 b.
Êðîìå òîãî, ëèáî x � òî÷íûé êâàäðàò, ëèáî ÷èñëà a è b � îäíîé ÷åòíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî b íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 5, 7 èëè 9: äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å íàøå ÷èñëî x íå÷åòíî,
ïîýòîìó ñðåäè öèôð åãî äåëèòåëÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî íå÷åòíûå öèôðû 1, 3, 5, 7, 9. Â òî æå
âðåìÿ x íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà 5, 7, 9, òàê êàê èíà÷å x äåëèòñÿ
íà 5 · 7 · 9 = 315 è, ñëåäîâàòåëüíî, x geqslant315.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî b 6= 8: èíà÷å x äåëèòñÿ íà õîòÿ áû òðè èç ÷åòûðåõ ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë 5, 7, 8, 9 è, çíà÷èò, x íå ìåíåå 5 · 7 · 8 = 280.

Âûïèøåì òåïåðü âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì: ýòî
11, 22, 13, 33, 24, 44, 26, 36, 46, 66. ßñíî, ÷òî ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è òîëüêî 11, 22, 36.

5. Êîëÿ íàðèñîâàë ãðàôèêè ôóíêöèé y = |x − a| è y = c − |x − b| (ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà). Îí çàìåòèë, ÷òî ñðåäè ÷àñòåé, íà êîòîðûå ýòè äâà ãðàôèêà è îñü Ox ðàçáèëè ïëîñêîñòü,
îêàçàëèñü äâà òðåóãîëüíèêà è îäèí ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ãðàôèêè íàøèõ ôóíêöèé ïåðåñåêàþò îñü Ox ïîä óãëîì 45◦, òî â êàæäîì
èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü ïî äâà óãëà, ðàâíûõ 45◦. Ïîýòîìó ýòè òðåóãîëü-
íèêè � ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå. Ïóñòü x � êàòåò ïåðâîãî èç íèõ, à y � êàòåò âòîðîãî,
òîãäà ñóììà ïëîùàäåé èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà x2

2
+ y2

2
. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê:

äâà åãî óãëà � ñìåæíûå ñ ïðÿìûìè óãëàìè òðåóãîëüíèêîâ, à åù¼ îäèí óãîë ÷åòûðåõóãîëüíèêà



äîïîëíþåò äî ðàçâåðíóòîãî óãëà äâà óãëà òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíûå 45◦. Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì
÷åòûðåõóãîëüíèêå åñòü òðè ïðÿìûõ óãëà. Òàêèì îáðàçîì, îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì è èìåå
ïëîùàäü xy.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî x2

2
+ y2

2
> xy, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x2 + y2 > 2xy. Òàê êàê

x2 + y2 − 2xy = (x− y)2 > 0, èñêîìîå íåðàâåíñòâî âåðíî.

6. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå k äèàãîíàëåé èìåþò äëèíó ìåíüøå 1 ñì, à îñòàëüíûå 5− k äèàãî-
íàëåé � äëèíó áîëüøå 2 ñì. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ k? (Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k è
äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò).

Ðåøåíèå. Íóæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè: k = 0, 1, 2, 3, 4, 5. ßñíî, ÷òî ñëó÷àè k = 0
è k = 5 âîçìîæíû (ìîæíî, íàïðèìåð, íàðèñîâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, "î÷åíü áîëüøîé"è "î÷åíü
ìàëåíüêèé"ïðàâèëüíûå 5-óãîëüíèêè. Ïóñòü âåðøèíû ïÿòèóãîëüíèêà (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) �
A, B, C, D, E. Äîêàæåì, ÷òî k 6= 4. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîëüêî îäíà äèàãîíàëü (ñêàæåì,
CE) áîëüøå 2ñì., à îñòàëüíûå ÷åòûðå ìåíüøå 1ñì. Íî òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
|CE| 6 |CO|+ |OE| < |AC|+ |BE| 6 2.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé k. Äëÿ k = 1: ðàñïîëîæèì âåðøèíû B, C,D
â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 0,5ñì, âåðøèíó A ïîìåñòèì íà ïåðïåí-
äèêóëÿð ê BD, ïðîâåäåííûé èç B ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò C, à âåðøèíó E � íà ïåðïåíäèêóëÿð
ê BD, ïðîâåäåííûé èç D ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò C. Òåïåðü, ïåðåìåùàÿ A è E ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ïåðïåíäèêóëÿðàì, ìû ìîæåì ñäåëàòü âñå äèàãîíàëè (â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE)
êðîìå BD áîëüøå 2ñì.

Äëÿ k = 2: ïóñòü âåðøèíû BDE ëåæàò â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
0,5ñì, ïðîâåäåì ïðÿìóþ DE è ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó B. Ðàñïîëîæèì âåðøèíû
A è C ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè: A � ñëåâà îò òðåóãîëüíèêà BDE, à C � ñïðàâà îò BDE. Òîãäà
äèàãîíàëè BD è BE � ìåíüøå 1ñì, à, ïåðåìåùàÿ âåðøèíó A âëåâî, à âåðøèíó C âïðàâî, ìû
ñìîæåì ñäåëàòü âñå îñòàëüíûå äèàãîíàëè â ABCDE áîëüøå 2ñì.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì k = 3: ïóñòü BCDE � ïðÿìîóãîëüíèê, âñå ñòîðîíû è äèàãîíàëè êîòîðîãî
ìåíüøå 1ñì, à A ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó ïðÿìûìè BC è DE, ïðè÷åì A è CD ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò BD. Òîãäà, óäàëÿÿ âåðøèíó A îò BE, ìû ñìîæåì ñäåëàòü äèàãîíàëè AC è AD
áîëüøå 2ñì, â òîæå âðåìÿ îñòàëüíûå äèàãîíàëè â ABCDE áóäóò ìåíüøå 1ñì.

7. Òðèäöàòü øåñòü êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð çà 35 äíåé (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà
ñ êàæäîé, â äåíü èãðàÿ ïî ìàò÷ó). Çà ïîáåäó â ìàò÷å äàâàëè 3 î÷êà, à çà íè÷üþ � îäíî.
Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõ ëèáî âäâîå áîëüøå ÷èñëà ïîðàæåíèé,
ëèáî âäâîå ìåíüøå ÷èñëà ïîáåä. Áîëüøå âñåõ î÷êîâ íàáðàë �Çåíèò�. Äîêàæèòå, ÷òî è çà äâà
äíÿ äî êîíöà ó �Çåíèòà� î÷êîâ áûëî áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî â èòîãå êîëè÷åñòâî î÷êîâ ó êàæäîé êîìàíäû êðàòíî 7. Ïóñòü ó íåêî-
òîðîé êîìàíäû � n ïîðàæåíèé è 2n íè÷üèõ. Òîãäà ó íå¼ âñåãî 35-3n âûèãðûøåé, ïîýòîìó îíà
íàáðàëà 3(35 − 3n) + 4n = 105 − 7n î÷êîâ. Åñëè æå ó êîìàíäû m íè÷üèõ è 2m âûèãðûøåé,
òî îíà íàáðàëà 6m + m = 7m î÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíöå òóðíèðà ó �Çåíèòà� � õîòÿ áû
íà 7 î÷êîâ áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû. Òåïåðü óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî çà îäèí äåíü ðàçíèöà ìåæäó êîëè÷åñòâîì íàáðàííûõ î÷êîâ ó äâóõ
êîìàíä ìîæåò èçìåíèòüñÿ ìàêñèìóì íà òðè î÷êà.

8. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè 10 òî÷åê è ïðîâåëè íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ
òàê, ÷òî ëþáûå äâà îòðåçêà èìåþò îáùóþ òî÷êó. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
îòðåçêîâ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå 10 òî÷åê íàõîäÿòñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò
äðóãà, òî åñòü ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 10-óãîëüíèêà. Çàíóìåðóåì òî÷êè ÷èñëà-
ìè îò 1 äî 10 è äëÿ êàæäîãî îòðåçêà ñîñ÷èòàåì ñóììó íîìåðîâ åãî êîíöîâ. Ëþáûå äâà îòðåçêà,
ó êîòîðûõ ýòè ñóììû èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 10 (òî åñòü ïîñëåäíþþ öèô-
ðó) áóäóò ïàðàëëåëüíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê. Èòàê, åñëè ïðîâåäåíû



õîòÿ áû 11 îòðåçêîâ, òî ó íåêîòîðûõ äâóõ îòðåçêîâ ñóììû íîìåðîâ èõ êîíöîâ èìåþò ðàâ-
íûå ïîñëåäíèå öèôðû, ïîýòîìó îòðåçêè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. ×òîáû ïîñòðîèòü 10 îòðåçêîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, ìîæíî, ê ïðèìåðó, ïðîâåñòè îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå êàêóþ-òî îäíó
òî÷êó ñî âñåìè îñòàëüíûìè, è åù¼ îäèí îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé áëèæàéøèõ ñîñåäåé ýòîé òî÷êè
ñëåâà è ñïðàâà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùóþ ñèòóàöèþ: åñëè ìû áóäåì äâèãàòü íåêîòîðûå òî÷êè ïî îêðóæíîñòè
(íå ìåíÿÿ ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ), òî ïåðåñåêàòüñÿ áóäóò òîëüêî òå îòðåçêè, ÷òî ïåðåñå-
êàëèñü âíà÷àëå. Çà íåñêîëüêî òàêèõ äåéñòâèé ìû ñäåëàåì âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
òî÷êàìè ðàâíûìè. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà îêðóæíî-
ñòè � òîæå 10 îòðåçêîâ.


