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  Олимпиада Юношеской Математической Школы 2013 года. 
Задачи первого (заочного) тура

8 класс

1. Егор хочет разложить 17 счётных палочек на четыре кучки так, чтобы  количество палочек в первой кучке было больше суммы общего числа палочек в трёх других, но не больше половины их произведения. Приведите пример, как он может это сделать.

2. На доске написали число 2013. После этого с числом, написанным на доске, производят следующую операцию: если в этом числе все цифры одинаковы, то из него вычитают 10, иначе из него вычитают 1. За какое количество операций на доске получится число 1?

3. На королевском балу присутствует 100 человек. Известно, что среди любых 50 из них есть хотя бы одна пара родных близнецов. Докажите, что на балу обязательно найдётся три человека, являющихся родными близнецами.
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На игральном кубике записаны числа от 1 до 6. Вася пять раз бросал кубики и получил при первом броске сумму 17, при втором – 19, потом – 20, 21 и 26, причём ни на одном из кубиков не выпадала дважды одна грань. Определите, сколько кубиков у Васи. Ответ обоснуйте.

5. Федя написал на доску в первый столбик 16 различных простых чисел, а во второй – 3 различные цифры. Игорь должен сказать Феде одно из чисел из первого столбика, а Федя – составить из своих цифр одно трёхзначное число. Игорь ходит первым. Федя выигрывает, если его число делится на число Игоря, и проигрывает в противном случае. Докажите, что Игорь всегда сможет помешать Феде выиграть.

6. В племени угабугцев два человека знакомы, если их имена содержат общую букву, а иначе – нет. У каждого угабугца спросили, сколько у него знакомых в племени. Динара сказала, что 20, Сири – 15, Рада – 12, Инна – 12. Что ответила Раиса? Ответ обоснуйте.

7. Как разрезать изображённого на рисунке воздушного змея на 6 одинаковых треугольников? Не забудьте доказать, что треугольники действительно равны.

Решения и критерии.

1. Егор хочет разложить 17 счётных палочек на четыре кучки так, чтобы  количество палочек в первой кучке было больше суммы общего числа палочек в трёх других, но не больше половины их произведения. Приведите пример, как он может это сделать.

Решение: 9, 3, 3, 2

Критерии:
Правильный ответ является полным решением и оценивается в 3 балла.

Доказано, что одна из палочек должна быть длины хотя бы 9 –  1 балл.

Есть два примера и один из них правильный –  1 балл.
Есть хотя бы три примера –  0 баллов.
2. На доске написали число 2013. После этого с числом, написанным на доске, производят следующую операцию: если в этом числе все цифры одинаковы, то из него вычитают 10, иначе из него вычитают 1. За какое количество операций на доске получится число 1?
Ответ: 1841 операция
Решение:

Если бы все действия состояли в вычитании единицы, их было бы 2012. Но есть 19 чисел, записанных одинаковыми цифрами (1111, 999, …, 111, 99, …, 11), из которых будет вычитаться не 1, а 10, что экономит нам по 9 вычитаний на каждом числе (отметим, что ни одно из чисел не будет проскочено, т.к разница между любыми двумя соседними из них не меньше 11). Итого имеем 2012-9*19=1841 действие.
Критерии:
Полное решение оценивается в 4 балла.
Всего надо вычесть 2012 единиц – 1 балл.
Мысль о том, что каждое вычитание 10 экономит 9 операций - 2 балла.

Правильно посчитано количество «красивых» чисел - 1 балл.
Решение  с помощью последовательного подсчёта числа операций с одной арифметической ошибкой оценивается в 3 балла, с двумя или тремя арифметическими ошибками - 2 балла. Допущено больше трёх арифметических ошибок, но верных ход решения - 1 балл.

Решение с повторяющейся однотипной ошибкой - 2 балла.

3. На королевском балу присутствует 100 человек. Известно, что среди любых 50 из них есть хотя бы одна пара родных близнецов. Докажите, что на балу обязательно найдётся три человека, являющихся родными близнецами.

Решение:

Предположим, что тройки близнецов нет. Рассмотрим все имеющиеся пары близнецов (которых не может быть больше 50) и выберем из каждой по одному. Дополним этот набор людей до 50-ти участниками бала, не имеющими близнецов (очевидно, таких участников окажется для этого достаточно). В получившейся 50-ке участников бала не может быть пары близнецов (так как все имеющиеся пары были разделены) – противоречие.

Критерии:

Полное решение оценивается в 5 баллов.

Если доказательство проводится от противного, но об этом не упоминается (т.е. сразу говорится, что людей можно частично разбить на пары близнецов), один балл снимается.

Если при доказательстве от противного говорится о выборе группы из 50 человек, не являющихся близнецами, но не объясняется, почему набор из членов пар можно дополнить до 50 человек, один балл снимается.

Решение, в котором предполагается, что люди делятся на 50 пар близнецов (т.е. что каждый человек имеет близнеца), и затем эти пары разбиваются на группы по 50 не близнецов (что приводит к противоречию с отсутствием троек), оценивается в 3 балла.

4. На игральном кубике записаны числа от 1 до 6. Вася пять раз бросал кубики и получил при первом броске сумму 17, при втором – 19, потом – 20, 21 и 26, причём ни на одном из кубиков не выпадала дважды одна грань. Определите, сколько кубиков у Васи. Ответ обоснуйте.

Ответ: 6 кубиков
Решение: 
Минимальная сумма очков, которая может выпасть за пять бросков одного кубика в условиях задачи: 1+2+3+4+5=15. Максимальная: 2+3+4+5+6=20. Таким образом, если бы кубиков было 5 (или меньше), на них всех в сумме за пять бросков могло бы выпасть не более, чем 20*5=100. Если бы кубиков было 7 (или больше), в сумме за пять бросков не могло бы выпасть менее, чем 15*7=105. Однако, у Васи выпало 17+19+20+21+26=103, поэтому оба рассмотренных варианта исключены, и кубиков могло быть только 6. 
Критерии:

Полное решение оценивается в 5 баллов.
5. Федя написал на доску в первый столбик 16 различных простых чисел, а во второй – 3 различные цифры. Игорь должен сказать Феде одно из чисел из первого столбика, а Федя – составить из своих цифр одно трёхзначное число. Игорь ходит первым. Федя выигрывает, если его число делится на число Игоря, и проигрывает в противном случае. Докажите, что Игорь всегда сможет помешать Феде выиграть.

Решение: С помощью своих цифр Федя может составить максимум шесть трёхзначных чисел. Посмотрим, на какое наибольшее количество различных простых чисел они могут делиться. Рассмотрим простые числа, большие 5. Трёхзначное число может делиться максимум на два из них, т.к. произведение трёх наименьших 7x11x13=1001>999, значит всего не более 6x2=12 таких делителей. Остаётся три простых числа - 2, 3 и 5, значит всего не более 12 + 3 = 15 различных простых делителей. Но у Игоря есть 16 чисел, значит, он сможет выбрать одно из них так, чтобы выполнялось условие.

 Критерии:

Полное решение – 7 баллов.

Рассуждение I типа:

Идея о том, что из трёх цифр получается не более шести различных трёхзначных чисел: 1 балл

Идея о том, что если их произведение меньше, чем произведение первых 16ти простых чисел, то ничего не получится: 2 балла

Просто выписанное произведение первых 16ти простых чисел: 0 баллов.

Собственно, доказательство этой оценки (в том числе, если в столбик посчитано нужное произведение): 4 балла

Рассуждение II типа:

Идея о том, что из трёх цифр получается не более шести различных трёхзначных чисел: 1 балл

Каждое трёхзначное число делится не больше, чем на два простых, больших 6: 4 балла

Каждое трёхзначное число делится не больше, чем на два двузначных простых: 2 балла

Верное альтернативное решение с небольшими недостатками: 5-6 баллов

Верное альтернативное решение: 7 баллов

6. В племени угабугцев два человека знакомы, если их имена содержат общую букву, а иначе – нет. У каждого угабугца спросили, сколько у него знакомых в племени. Динара сказала, что 20, Сири – 15, Рада – 12, Инна – 12. Что ответила Раиса? Ответ обоснуйте.


Ответ: 15

Решение: Заметим, что все пять персонажей из условия задачи знакомы между собой.

Тогда Рада и Инна имеют максимум 8 + 8 = 16 других знакомых, а Динара - ровно 16. Но каждый знакомый Динары имеет в имени одну из букв Д, И, Н, А, Р, поэтому знаком либо с Радой, либо с Инной, либо с ними обеими. Значит, у Инны и Рады ровно 16 других знакомых, причём нет общих знакомых, отличных от персонажей. Из этого следует, что не может быть больше угабугцев с буквой А, кроме перечисленных. Но тогда у Раисы столько же знакомых, что и у Сири.

Критерии:
Полное решение – 8 баллов.

Оценка складывается из баллов за следующие достижения, сумма округляется вверх.
0. Добавить к числу своих знакомых самого себя: 1 балл

1. Заметить, что ИННА U РАДА = ДИНАРА: 1 балл

2. Посчитать мощность множеств РАДА \ ИННА и/или ИННА \ РАДА: 1 балл

3. Посчитать мощность множества ИННА ∩ РАДА: 0.5 балла

4. Заметить, что множество А содержится во множестве ИННА ∩ РАДА: 0.5 балла

5. Заметить, что все элементы множества ИННА ∩ РАДА перечислены в условии задачи: 3 балла

6. Заметить, что РАИСА = СИРИ U А: 0.5 балла

7. Сделать вывод о том, что |СИРИ|=|РАИСА|(=15): 0.5 балла

Однако, неправильное решение с прямой суммой (когда не учитывается возможность пересечения и выходит, например, 19= 15 по С, И, Р  + 4 по букве А) – не более 2 баллов.
7. Как разрезать изображённого на рисунке воздушного змея на 6 одинаковых треугольников? Не забудьте доказать, что треугольники действительно равны.
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Решение: Проведём через точку B прямую, параллельную прямой AD, и обозначим пересечение этой прямой с отрезком CD за K2. После чего разделим отрезок BK2 на два равных отрезка BK1 и K1K2. А отрезок AD на три равных отрезка AL1, L1L2 и L2D. Соединим получившиеся точки так, как показано на рисунке. Докажем, что полученные треугольники действительно равны друг другу.
Очевидно, что ∆ABD=∆CBD. Поэтому углы BDA и BDC равны. Кроме того, поскольку BK2||AD, то углы DBK2 и BDA равны, как накрест лежащие. Поэтому в ∆BK2D углы BDK2 и DBK2 равны, следовательно, ∆BDK2 равнобедренный, значит, отрезки BK2 и DK2 равны. 
Так как ∆BDK2 равнобедренный, то высота K2O будет также и медианой. Поэтому длина отрезка DO равна 4. Кроме того, если опустить перпендикуляр из точки С на отрезок BD, он упадёт в точку O1, и длина отрезка DO1 равна 6. Поскольку K2O||CO1 и |DO|:|DO1| = 2:3, то по теореме Фалеса |DK2|:|DC|=2:3. Поэтому, так как BK2=K2D и AD=DC, все шесть отрезков CK2, BK1, K1K2, AL1, L1L2 и L2D равны друг другу.

Поскольку отрезки BK1 и AL1 равны и параллельны, то четырёхугольник ABK1L1 – параллелограмм. Поэтому ∆ABL2= ∆BL1K1. Аналогично, ∆BL1K1=∆L1K1L2=∆K1L2K2=∆L2K2D. 
Осталось доказать, что оставшийся треугольник равен этим пяти. Для этого докажем, что ∆BCK2=∆BAL1. BC=BA и углы BAL1 и BCK2 равны по условию. Кроме того, мы уже выяснили, что CK2=AL1. Поэтому ∆BCK2=∆BAL1 по двум сторонам и углу между ними.
 Критерии: 
Полное решение – 10  баллов.

Правильная картинка без пометок - 2 балла

Правильная картинка с пометками - 4 балла

Почти правильная картинка без пометок - 1 балл

Почти правильная картинка с пометками - 2 балла

Нарисована правильная картинка в тройном масштабе: 7 баллов.

Доказательство: 6 баллов.

Доказательство того, что «крылья» равны или «одинокий» треугольник равен другим - 1 балл

Доказательство того, что при вырезании двух треугольников остаётся параллелограмм - 1 балл.
Доказательство того, что четыре части параллелограмма равны - 1 балл.
Доказательство того, что большая сторона треугольника равна половине маленькой - 3 балла.
